Capitolul I
ECUATII SI FUNCTII SPECIALE

§ 1. FUNCTIILE EULER T SI B

1. CITEVA TEOREME DIN TEORIA FUNCTIILOR
DE VARIABILA COMPLEXA

Vom da in cele ce urmeazi citeva teoreme pe care le vom folosi in prezen-
tarea teoriei funectiilor speciale.

Teorema 1 (teorema de unicitate). Daca functiile f; si f, sint analitice
intr-un domeniu D <« € si dacd valorile lor coincid pe un sir de puncte a,
care converge citre un punct a interior lui B, atunei f; (z)=f;(z) pe tot
domeniul B.

In particular functiile f; si f, coincid pe domeniul B daca sint anlitice pe D
si dacd valorile lor coincid pe un segment oarecare confinut in D.

In aplicatiile teoremei de unicitate un rol important il are notiunea de
prelungire analitica.

Presupunem ci functia f este definiti pe o multime E < D, D fiind un
domeniu. Daca functia g este analitica in D si coincide cu f pe E, spunem atunci
cd functia g este prelungirea analitica a functiei f in domeniul D.

Teorema de unicitate implicd o propozitie importantd cunoscutd sub
denumirea de principiul prelungirii analitice :

Dacé multimea E contine cel putin un punct limita interior lui B, func-
tia f (z) are o singurd prelungire analitica in domeniul D.

Teorema 2 (analicitatea integralei depinzind de un parametru). Fie C
o curbi rectificabild situatd in planul complex al variabilei & si D un domeniu
in planul variabilei complexe z. Daca functia f (z) : D — C este definit §i con-
tinud in raport cu cele dou& variabile cind §€C si z €D, iar in raport cu z
este analitici in domeniul B pentru orice £ € C, functia

F@)=| G2 d

va fi analiticdi in domeniul D si

F ()=, 2 &
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Teorema rimine valabila pentru integralele improprii uniform convergente.
In cele ce urmeazi se foloseste urmitorul ériteriu de convergentd uniforms
a integralelor, analog cu criteriul lui Weierstrass de convergentd uniformi

de la serii.
Daca pentru orice £ € C si ze D functia continuid f verifici inegalitatea

[EE 2| < 9@
si integrala ch’ (€) | d§ | este convergentad, integrala Sc f (& 2z)dE este uni-

form convergentd in raport cu z pe domeniul D.

2. FUNCTIA GAMMA

Functia gamma a lui Euler T' pentru rez>0 se defineste prin integrala
P(z)—S et -1 g (1)

Integrala (1) converge uniform in raport cu z in domeniul 0<d<rez<A
oricare ar fi A si 6. Pentru demonstrarea convergentei integralei, folosim

relatia :
1 - 0 ik
I ()= tletdit § et al @)
Tinind seama céd
l t;—le—t I pte | ez-Dint¢ | =tru—le-t

avem
-1  pentru 0<ixgl1

=t fz-1
5 e { e~ 4-1 pentru >1

1 ©
Integralele SO t1at si Sl et {A-1 df sint evident convergente, astfel rezulti con-

vegenta uniforma a functiei I' definitad prin integrala (1).
Pentru a obtine prelungirea analiticd a functiei gamma in tot planul com-

plex, folosim descompunerea (2). Funcfia Q (z)= S1 z7%e~t dt converge uni-
form in orice parte finitd a planului complex ; deci funclia Q este o functie

intreagi. Se pune deci problema prelungirii analitice a functiei P (z)= So tz-le-t dt.
Presupunem in prima instantd c¢i z>1 si dezvoltam in serie functia e~?

(o] t”
et—Y (—1y— (3)
n=0 nl
obtinem o serie uniform convergenta pe intervalul [0, 1].

Inmultind seria (3) cu #! putem si o integrim termen cu termen pe inter-
valul [0, 1] Se obtine

1 0 n @ n
p(z)=gozz-1[n§0(—1)",f !] g = Soi’”‘z‘ldt-_—_

—E‘”n -4 @




Seria care figureaza in membrul drept al relatiei (4) este absolut si uniform
convergentd in orice parte finitd a planului complex care nu contine punctele

z=0, —1, —2, ..., deoarece in domeniul | z++n | >8>0, termenii seriei (4)
o

sint majorafi de termenii seriei numerice convergente Z T ol Termenii
n=1

seriei (4) sint functii analitice in tot planul complex cu exceptia punctelor
z=0, —1, —2, ..., deci si suma seriei este analitici in tot planul complex
cu exceplia acestor puncte.

Formula

L
)2
Iz — .

(2) ngo ol z+n
ne permite prelungirea analitici a functiei I' in tot planul complex cu exceptia
punctelor z=0, —1, —2, ..., care sint poli de ordinul intii pentru functia
gamma.

00
+S S
1

3. FUNCTIA BETA
Functia beta a lui Euler B se defineste cu ajutorul integralei
1
B (z, y)= §0 (=1 (1—fyv-1 dt ®)

pentru Rex>0, Rey>0. Pe baza teoremei 2 in domeniul considerat integrala
(9) este convergenta si reprezintd o functie analitica in raport cu ambele varia-
bile x si y.
Functia beta se exprimd cu ajutorul functiei gama. Pentru a ajunge la
aceastd exprimare, generalizim un procedeu bine cunoscut folosit la calculul
o]

integralei lui Poisson SO e 72 dz. Avem

T (z)= S:' et o1 df— S:’ & ()1 dE
de unde

© o 1 i
Ll So So @M €0 T ) T qE dn

In integrala dubla obtinuti facem schimbarea de coordonate polare :
&=KdEY,q =rsmnb:
L
® 2 __1_
0

1
I'(x) F(y)=4S e~ (rr*y1r drS (cos?B)” 2 (sin20)’” 2 dO—
0

1
=2 T (z+y) So =1 (1—1)*-1 dt=2T (z+y) B (z, y)

unde ultima integrald s-a ob{inut prin schimbarea de variabila cos?60=t. Obtinem
astfel

I'@)T ()
I (z4y)

Cu ajutorul relatiei (6) functia B poate fi prelungita pentru toate valorile
complexe ale variabilelor x si y.

B (z, y)= (6)
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4. RELATII FUNCTIONALE PENTRU FUNCTIILE T SI B

Functia T' satisface urmitoarele trei relatii functionale

I'(z41)=zT (2) (7
i
Lép b (- e (8)
’
225‘1F(z)F(z—k%)zl’{—})—)f‘(‘z:) (9)
Relatiile de mai sus se scriu cu ajutorul funciiei beta sub forma :
1 > ., & -vy B
Blal)=— 10 intarAle
7
3z, 1 =82)— — s
a s sin Tz ik
. 148
v 22—1 R od v o ’
2%7B (2 z) B(QMI; 99

Relatiile (7') si (9') se pot obfine prin calculul direct al funciiei B cu
ajutorul integralei (5). Pentru a putea extinde valabilitatea formulelor la
valori arbitrare ale lui z recurgem la principiul prelungirii analilice.

Pentru -demonstrarea formulei (7), calculim B (z, 1) pentru Rez>0
: S P =

Bz, }:(‘\ tridi= ==

Y0 Z

care ne da relatia (6).
Pentru a demonstra relatia (8’) presupunem ci O
B(z, 1—z); avem :

= Z= |~ S0 calcylam

Bolzlb—i)— Sl 2 (1= dz= Sl L (-—l-—)zdl
0 o L \1—1
A Efectuind schimbarea de varia-
- -\? bila Tl_—l;:o'. obtinem ;
(o] -
= X B (2159 Sn —fj_; do

Integrala obfinutda o calculam
cu ajutorul toeremei reziduurilor
aplicatd integralei pe curba C din
planul complex reprezentatd in figu-
ra 1, din functia de variabila com-

L

y2—1 S
plesa (o) = gaiet Aceastd functie
1+o
are drept singularitate polul de ordi-
* nul intii )
iz o L O=—d.
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Obtinem :
.1 (0) do—2mi rez £ (1)= —2m et

Descompunind integrala pe conturul C in:

Scf (0)do= gff (0) do+ S |=Rf(g) A5+ S‘;f(ﬁ) da- S{ z|

o

rf(c) do,

pentru R — 0o si 1 — 0 integralele Sl"|~R f(0)do si Sl_‘_rf (0) d o tind spre

zero, si obtinem :

1 g1 :
(1 —ez"‘z)S 1To do= —2mie'™
0
de unde obtinem :
einz ik T
B (z,1—2)=—2mi — = 27 — = —
g ) 1 — ez etz __e-miz — gip miz

Calculind .B (z 2) cu formula (5) obtinem : -

B 9= SI [t (1D di= ﬁ;[lz % (t—'_;—)Q]Hdz=

0

1 272—1

= S £ t— = dt,
1 L4 2
- = 1 e 3,03 1 : .
functia e {— —-| fiind simetricd in raport cu f=—-. Efectuind schimbarea
s pemll oG 8 s
de variabild /— TR obtine :
i
i - E (7Z )
B (Z, Z)= 722—5:_1— SO (1—11)5_111 2 dll=,—‘2§;_1—

Din relatiile functionale (7), (8), (9) se obtin citeva proprietati ale func-

tiei T (2).

Proprictatea 1. Din rclatia (7) obtinem urmitoarea expresie pentru
functia I (z), cind ze N

I (n+1)=n'! (10)

Datoriti acestei proprietati se vede ca functia I' generalizeaza factorialul,
numindu-se si funcfia faclorial. Relatia (10) se obtine aplicind formula (7)
suecesiv pentru z=n, n—1, ..., 2 Avem:;

I'(n+1)=nT" (n)
I'm)=@n-1)T (n—1)
'm=1)=n—-2)I' (n—2)

I'@2)=1-I"(1)
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Prin inmultirea acestor relatii se obtine
I'(n+1)=n1T()

Prin calcul direct se obtine I' (1)=1.
1

Proprietatea 2. Din relatia (8), pentru 2= 5, se obtine
1 T
24 L = =
g ( ’ ) sin = A
2
de unde

PLL}—E

D) =N

Proprietatea 3. Ca o consecintd a relatiei (8) avem proprietatea impor-
tantd cd funct{ia gamma nu se anuleazd in nici un punct al planului complex.

Demonstrafie. Proprietatea o demonstram prin reducere la absurd. Presu-
punem ca existd un punct z,€C, astfel incit I (zj)=0. Evident ca z #
#n (n=1,2, ...) deoarece I (n)=(n—1)!s£0. Pentru z#n, functiile T (z)
si I' (1—2) sint analitice deci si pentru z=z, Pe de altd parte

limI'(1—2)= L 0

li 1
im =
= sin %2, 1 (2)

ceea ce contrazice analiticitatea functiei I' in punctul z=1—z,

5. DERIVATA LOGARITMICA A FUNCTIEI GAMMA

Cu ajutorul functiei gamma definim functia ¢ folositd in analizd prin:

I¥ (2)
I'(z)

ViD= Eld? In 8=

Functia ¢ este analitica deci in toate punctele planului complex cu excep-
tia punctelor z=0, —1, —2, ...

Luind derivatele logaritmice in relatiile (7), (8) si (9) obtinem urmétoa-
rele relatii functionale pentru functia ¥ :

@) =+ @) (11)
P (2)=" (1—2)—x cotg miz (12)
2In 24 (2)+ (z+ %) —2 (22) (13)
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Din relatia (11) obtinem urméatoarele relatii :

1
Y (z+n)=Y (z+n—1)+ et

W (k)= (+n—2) +

z4+n—2
1
P 2+ D)= )+ —
de unde prin adunare obtinem relatia :
n
1
P +m)=b @+ X Sy (14)

Cu ajutorul relatiilor functionale de mai sus putem calcula valorile functiei
P pentru citeva valori particulare ale variabilei. Astfel

P (é—):—y——mn 2%

se obtine din relatia (13), inlocuind pe z= %si folosind notatia —y=y (1)=
@
=1 (1) So e !Infdl-y se numeste constanta lui Euler, =0,5772 ...

Inlocuind in formula (14) pe z=1 si apoi z= -‘1)—, obtinem :

n

P (n41)=—y+ kgl -
w(n-{— ! ) — 5 2 22 .
g W Meta b opiy

§ 2. POLINOAME ORTOGONALE CLASICE
6. DEFINITIA POLINOAMELOR ORTOGONALE
Fie functia p, definitd pe intervalul («, b) si nenegativa pe acest interval
si familia de functii reale {Q.}nen = L'ﬁ (a, b). Presupunem cé existé inte-
b
gralele Sa @2 () p (x) dz. Definim produsul scalar a douad elemente din fami-
lia {@s}nen in raport cu ponderea p prin:
b
<@ 0>=§, Pn (@) 92 @) ¢ (2) 42 (15)

(Pentru p(x)—l vezi capitolul III).

Definitia }. Familia de functii {(aneN se spune ca formeazd un sistem
ortogonal in raport cu ponderea p pe intervalul (a, b) dacd avem

<Qm» Pu>=0 oricare ar fi m#n
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In legaturd cu sirurile ortogonale de funclii se cunoaste urmitoarca
proprietate :

Proprietatea 4. Orice sir ortogonal {@.}lnex de functii pe intervatul
(a, b) in raport cu ponderea p cu p () >0 formeazi un sistem liniar independent.

Demonstrafia acestei afirmatii este imediata. Vom arata cd orice subsistem
finit al familiei {Fpn},,ex estg Ii.niar ind.ep'endent. Eie submqltimea O —
=1,2,...,p arbitrari a familei date si fie 0 combinatie liniara nuld formata
cu elementele acestei mulfimi. Avem :

Oy Py () 0Py (T)F . -0 P, (x)=0 oricare ar fi x € (a, b)

Inmullind relatia de mai sus cu @; (¢) p (x) si integrind pe intervalul (a, b)
avem

b

: 7
%, s § s (2) 0w () 0 ) -
i= a

f
o

de unde
b 2
Oy S Ok (x) p(x)dr==0 oricare ar firi=1,2,
a
deci az;=0 oricare ar fi i=1,2,...,p ceea ce arati ci multimea {@;}

i=1, p formeaza un sistem liniar independent de functii.

Teorema 3. Orice sir finit sau infinit de functlii liniare independente
{¥.tnen poate fi ortogonalizat.

Demonstrafie. Pentru a demonstra aceastd teorema dam proccdeul de orto-
gonalizare a unui sir de functii {{,}nen liniar independente. Se formeazd sirul
de functii {¢,},en, unde

Pp (@)=, (1) 5 ¢, (V)= kZO CinPrn (), >0, Cpu#0 (16)
coeficientii C;, se determind din conditiile :

< @n, Pe>=0Q-oricare ar; fi=0,1:2, 1 . s 151 (17)

Aceste conditii ne conduc la sistemul de ecuatii liniare si omogene in
necunoscutele ij

n
Z €t 20, =0 ; J=01 e T
k=0 :
Deoarcce Cn,#0, se pot exprima succesiv functiile P, cu ajutorul func-
tiilor ¢, prin

0 @=L bat @) (b= A O)
i=0 nn

Rezultd ci orice combinatie liniard de functii 1, poate fi reprezentatd sub
forma unei combinatii liniare de functii ¢,. Se poate ardta usor cd conditiile

de ortogonalitate (17) sint echivalente cu conditiile

< Wil >=0 m<n (18)
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Inlocuind in aceste conditii functiile @, (x) cu expresiile date de relatiile
(16) obtinem sistemul de ecuatii liniare

n
Z Con— > Sl sii-0. 1 =, ek
ortogonale

: L
Dind o valoare lui C,, rezultd ca acest sistem are o solutlie unica
Se observa astfel cd pentru un sistem dat de functii liniar independente
istd un sir de funectii

{¢’i}1€1\' in raport cu o pondere datd, p, exist
®ujnenx determinate la un factor constant, care pot fi puse sub forma

{ pi ni la
(16) si verificd conditiile de ortogonalitate (17)

n.e N.

7. POLINOAME ORTOGONALE
Consideram sirul parﬁcular de functii {Y,jnen unde U, (x)=2
Prin procedeul de ortogonalizare indicat mai sus se ob{ine atunci un sir de poli-
noame p,, n € N, ortogonale in raport cu ponderea @ Pentru aceste ro‘moamc
(19)

conditiile de on‘o*‘onahtate (17) 'si (18) se scrin sub forma :
. : Jsi
S P (@)D () pix) dn— ms#n

“(20)

b b
S D, () s i e)da HP<pP e
a
Din cele ficute la paragraful 2 punctul 1 rezultd urmitoarea proprietate a
. Orice polinom de grad n se poate scrie ca o combinatie
, ). Aceasta rezultd din

a polinoamelor ortogonale

Proprictatea 4 g
de polinoame ortogonale p, (xr) (m=9,1
aptul ca polinomul p, (x) e ortogonal cu toate polinoamele de grad mai mic ca n

liniard

PROPRIETATI GENERALE ALE POLINOAMELOR ORTOGONALE
intre  trei polinoame

4.8. AETAT
Penlru orice sistem de polinoame OltOf’OHale {Pn (®) lnen are loc. urmé-
toarea teoremi care stabileste o relatie de recurenta
Intre trei polinoamme consecutive arbitrare ale unui sistem
elalic de dependenta liniard de urmatoarea

consecutive ;
dn e

)

pn~1 ("L/

‘ Teorema 4.
ortogonal {p,lnen existd 0
forma :
4 : 3 g \
g ( bn Upil | Ap_1™
TPe (1)_ 1111 ‘)+ Ees s lpn(z)+ 9
+ \ a,, Ayiy } a, d n—
: ; 21)
b o
= 19 T = - < < = - 5 = -
unde 2 :S ;’1 )p(x) dx, reprezinta patratul normei, iar a,, &, sint coefi-
cientii termenilor de gradul n, respectiv n—1 din polinomul
0 (X)) =d, 2"+ b, a1 . (4, #0)
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Demonstratie. Pentru demonstratie considerdm polinomul P, dafinit prin
z rietatii 4 ca o com-

Bi(z)—xp, (v) de gradul (n+1) si il scriem pe baza proprietatii
binatie liniard de polinoamele p,, :
n+1
TPy (t)= E A Crn Pm (-T')

m=

(22)

Inmultind relatia (22) cu p, () p () si integrind pe (a, b) obtinem coeficientii
1 ¢
Con= o § P (@) TP () 9 (2) d (23

(24)

Rezulta atunci
dm®Cpp=dn® C,

Deoarece Cy,,=0 pentru m>n-1, pe baza relatiei (24) rezultd si Cp, =0
pentru m<n—1. In acest caz relatia (22) se reduce la
(25)

Cl?pn (x) Cn lnpn—l (x)"l‘cnn Pa (x)+cnn+l 1)n+1 (I)
Din identificarea coeficientilor termenilor de gradul n--1 si n rezulti relatiile

an=Cn+1n Ay bn=cn+1n bn+1+c7m ay

de unde avem coeficientii
ay, »v bn bn+1
Cn+1n= H (Jnn‘-—: S e Ve
an+1 a, an+1
Din relatia (24) avem
2 2
o n_ -~ »id dn ay_1
=N 2 all—1"" 2 4
dn—l dn-l ay
a+1n i relatia (25) obtinem

Inlocuind expresiile coeficientilor C,_yn Cun
relatia care trebuia si o demonstram.
Din relatia de recurentd (21) rezultd imediat asa numita formula a lui

Darboux-Christoffel
Prs1 (2) Pu (Y)—Pa (%) Pas1 () (26)

ay
T—y

)’i P (x) e @ 1
k=0 ] d,21 an+1

Pentru a obtine formula de mai sus folosim relatia de recurenta (21)

a by b
xp ()= akkl Prs (©) 4+ (—&j- 2l ) dlgkl Pr-1 (X)
i+ i 2
b d;
Prs1 )+ (—(—l:— P ) Pk '&;Q(”Tpk-—l ()N

a
B —
-+
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fnmultind prima relatie cu p; (y) a doua cu p; () si scizindu-le termen cu
termen obfinem

1 ay
& Ta Pr@® P ) —Pea (B P )]

Insumind dupa k de la 1 la n si {inind seama cd p, (¥)=p, (1)=ap p1(¥)—
—pi1 (y) =a; (x—y) obtinem formula lui Darboux-Christoffel.

9. POLINOAME ORTOGONALE CLASICE.
ECUATIA DIFERENTIALA A PONDERII

Definitia 2. Se numesc polinoame ortogonale clasice polinoamele

{pa}nen ortogonale pe intervalul (a, d) in raport cu ponderea p, pondere care
verificA ecuatia diferentiala :

Lo @p @)= () ¢ @ (27)

< este un polinom de gradul intii, iar 0 un polinom de grad cel mult doi,
care pe intervalul (a, b) are forma :

J (x—a) (b—2x) dacid a, b sint numere finite

; (x—a) dacd a e finit, b=o00
i it daci a=— oo, b este finit
l 1 dacd a=— o0, b=- 00

Ecuatia diferentiala (27) nu are nici o singularitate pentru z e (a, b),
functia pondere va fi deci o functie continué, derivabila in acest interval, care
ar putea admite singularita{i eventual doar la capetele intervalului (a, b).

Se poate arita cid ponderea p pentru polinoamele ortogonale clasice veri-
fica urmatoarele conditii la capetele intervalului (a, ) ;

xmo (x) e (x) |z=a.b=0 (m=0, 1’ 2; . -) (28)

Vom determina in continuare expresia functiei p pentru polinoamele
ortogonale integrind ecuatia diferentiala (27). Avem :

[c@p @) _ (@)
c(@)p( o

de unde

7(z)
@) 1 eSO(x)
e o(z

€
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Tinind seama de expresia functiei 0 dupa valorile luate de « si b oblinem
urmétoarea expresie a functiei p:

= - - = e 1l
(b—2)f (x—a)* ; a= ot —1, B=— =4 —1
(a, b finiti)
p (x)= (x—a)* e*¥ ®) ; a=r1 (a)—1 (a finit ; b= o0) (29)
(b=y)p e=*7 @ ; B=—1(D)—1 (a=—o0, b finit)
el T dx (a=—oc0, b=+ )

Conditiile la limita (28) pentru functia ¢ impun urmétoarele restrictii
pentrs v

1) daca a este finit 7 (¢)>0

2) daca b este finit v (0)<<0

) i) <<0

Cu ajutorul formulelor (29) putem gasi ponderea p pentru un polinom =t
dat pe un interval (a, b). Se stie ca printr-o transformare liniara de forma

b—a bta.

i — 5 - 5

—1<ig1

intervalul (@, b) cu @, b finiti se transforma in intervalul (—1, 1). Polinoamele
ortogonale p, (x) in raport cu ponderea p cu p (¥)=(b—2x)f (x—a)* pe inter-
valul (a, b) se transforma in polinoamele P, (o, @) ortogonale in raport cu
ponderea p unce p ({)=(1—10)F (14+1#)* pe intervalul (—1, 1). In acest caz din
ecuatia diferenfiald (27) se obtine 7 ()=—(a-+-B+2){+a—3; iar conditiiie
la limita (28) sint satistdcute pentru a>—1, B>—1. Polinoameie P, {(a, )
se numesc polinoamele lui Jacobi.

In cazul a= — oo, b finit sau « finit, b= oo, printr-o transformare liniard
de forma : :

x=yt+9

intervalul (a, b) va {i transformat in intervalul standard (0, co). Transformarea
se poate determina astfel ca in v ({), { sd apard cu coeficientul —1. Ob{inem
p ()=t e+t (0<st<). Pentru o ()=t se obtine din (27) = ()=—14a+1.
Conditiile (28) sint satisfacute dacd o >—1. Polinoamele ortogonale corespunza-
toare se numesc polinoame Laguerre (L%).

In cazul a=— 0, b=+ oo ficind transformarea x=y{+3 astfel ca p si
ia forma p (f)=e~%, se obtine pentru 7t din (27) expresia t ({)=—{. Polinoa-
mele ortogonale corespunzitoars sint numite polinoame ortogonale Hermile (H,).

Rezultatele obtinute mai sus putem sa le sistematizam in urmatorul tabel :

(a, b) e (@) o (2) T (2) P (%)
=i 8 (1—z)B (14+a)* 1—2a? —(@+B8+2) x4+2—B PR ()
0, o) emage x A e Le ()
(— o0, + ) e 1 —2x H, (x)

Polinoamele Jacobi P®P) au urmitoarele cazuri particulare importante
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1) polinoamele Legendre P, (¢=p=0)
2) polinoamele Cebisev de prima speta T',

l\:l —

)

((1:@::— ——) si speta a dona U, (a:@:

10. PROPRIETATI FUNDAMENTALE ALE POLINOAMELOR
ORTOGONALE CLASICE

Ca o prima proprietate a polinoamelor ortogonale clasice vom da urmatoa-
rea teorema :

Teorema 5. Derivatele polinoamelor ortogonale clasice P{™ sint de
asemenea polinoame ortogonale clasice — in raport cu ponderea p,, unde

Pm (1)= 0™ (2) p (2) (30)
si care satisface ecuatia diferentiala

L 10 @) pn @] = T (@) o @ (31)

cu conditiile la limita
Z*0 () pp (2) |z=ap =0 2 )
functiile 7, fiind date de expresiile

Tm (X)=moa’ ()+ () (52)

Demonsirajie. Teorema se demonstreaza prin recurentd asupta lui m.
Vom demonstra pentru m=1. Considerdm integrala

b
{ pu @ 2715 (2) o () da (33)

Pentru m<n integrala se anuleazi, ™1t (z) fiind un polinom de gradul m.
Folosind ecuatia (27) si integrind prin p#rti obtinem

b b
S Pa@ 2™ (z) 7 (x) pdx = S D) A d [0 (EF i A

b
2 @m0 e @]~ § 0 @) 0 @ (5, () 7 da—

b b
= (m—l)S P (x) 2™ %0 (x) p (z) da— S (1) e @ph(e) 2% ds

b
S Pa (%) ™20 (2) p (x) dz=0 pentru m<n deoarece gradul 0<2
a

Obtinem deci :

b
Sa pn (z) 2™ 10 (z) p (z) dz=0 pentrum<n
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Notind
p1 ()=0 () p (v) dx, avem

b
Sa pn (x) 2™ 1p; (2) dr=0 pentru m<n

ceea ce aratd cd polinoamele p; de grad n—1 sint pentru orice n ortogonale
in raport cu ponderea p; cu p; ()=0 () p (z) cu polinoamele de forma am,
pentru oricc m<<n—1. Polinoamele {pn}nen formeazi pe intervalul (a, b) un
sistem de polinoame ortogonale in raport cu ponderea p, cu p; ()=0 () p ().

Trebuie si demonstram ca ponderea p; satisface o ecuatie diferentiala de
forma (27) cu conditii la limitd de forma (28).

Avem

:—x[(’ (@) p1 (¥)]=0" (x) P, (»c)q;o(x)w

=0"(2) p1 (¥)+0 () p () T (1)=[0" @)+ (V)] p1 ()=
=13 (2) p1 (), unde 7; cu 7 ()=0" ()47 (¥)
este un polinom de gradul intii. Functia pondere p; cu p; (x)=0 () p (x) satis-
face deci ecuatia diferentiala
d
3z [0 @p1 @) =71 (z) o1 (2)
Conditiile la limita vor fi
kG ()P 1 (@) le=a, s =0  k=0,1,2,...

Procedind prin recurentd putem demonstra teorema 5.

N. Sonine a demonstrat cd dintre toate polinoamele ortogonale, doar
polinoamele ortogonale clasice au proprietatea enuntatd prin teorema 5.

Teorema 6. Polinoamele ortogonale clasice satisfac o ecuatie diferen-
tiala de ordinul doi de foima:

G () ph (2)+7 () Pn (2)~+AuPa (2)=0 (34)

unde A, sint constante date de relatia :
Ap=—n ['c' (x)+ —;—(n—l) o’ (x)] (35)

Pornind de la faptul ca derivatele de ordinul intfi ale polinoamelor orto-
gonale clasice formeazd un sir de polinoame ortogonale clasice in raport cu
ponderea p; unde p; ()=0 () p (x), avem :

b
Sap;"_(x) (x™)'0 (z) p (x) dz=0 oricare ar fi m<n

Integrind prin parti obfinem :

b b
.0 @ ¢ @) ph @) @™)dz = 0 (2) p (z) 2mpi (1) | —
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b
- Sa [0 (2) p (2) pii (®)+(0 (2) ¢ (x))'pn (2)] 2™dx =

b
—— {10 @) ph @+ @) ph @] ¢ (@) Mz =0

Avem deci:

L
Sﬂp,, (z) 2™p (x) dx=0%Koricdre ar fi m<n

unde
Pa (©)=0 (2) p (2) +7 () pr ()
ceea ce aratd cd polinoamele p, de grad n sint ortogonale in raport cu pon-
derea p cu orice polinom de forma 2™, cu m<n. Pe baza unicitatii sistemului
de polinoame ortogonale in raport cu ponderea p dati, rezulti ci polinomul p,
diferd de polinomul f, printr-un factor constant. Avem deci:
Pa (t)y=—MAupa (x) oricare ar fi x € (a, b)
adica
6(z) pa (x)+7 (@) pa () +haps (2)=0
Constantele A, se determind prin identificarea coeficientilor lui z* din
ecuatia obfinuta. Obtinem astfel expresia (33) pentru constanta A,.
Folosind ecuatia (27) pentru p, putem pune ecuatia (34) sub formi auto-
conjugata :

[0 (@) ¢ (@) pa ()] +2np () pu (2)=0 (36)
sau
[p1 (%) pn ()} 4+, o(x) pu (2)=0 _ (36")

Tinind seama ca polinoamele p, ™ sint polinoame ortogonale clasice in
raport cu ponderea g, rezultd imediat ci ele verifici o ecuatie diferentiald
de forma (36) si anume :

[pmar (@) pPEHD (2)]' = —ApnP() P () (37)
unde
A’nm=_(n_-m) [ T;n (1’)+ % (n“‘m—l) o (x)]_—"'

0-" (x)
2

=—(n—m) [(n—l—m—l) +Tm (x)] (38)

Scriind ecuafia (37) sub forma
12
bm (@) PR @)= —3— 37 [Pm (@) PITED @]

si luind m=0,1,2, ..., obfinem un gir de relatii care ne dau ecuatia diferen-
tiald de ordinul 2m pentru polinoamele p, :

A [on(@) P @] =Asnpa @) 0 @) b

10 — Matematici speciale
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unde
m—1

Anm=("'1)'l I!lo }“nk

Inlocuind in formula (39) pe m=n si observind c& p(™ (z)=n! a,, obti-
nem formula

1 d” n o "
P (B)=As s g 197 () p (@) (40)
unde
n! a,
g

Formula (40) se numeste formula generalizatd a lui Rodrigues. Pentru polinoamele
Legendre ea a fost obtinuta in anul 1814 de catre Rodrigues.

11. POLINOAMELE LEGENDRE

Am aritat la paragraful doi c& polinoamele Legendre P, sint polinoame
Jacobi P B particulare obtinute pentru a={3=0. Putem ob{ine ecuatia dife-

rentiald a polinoamelor Legendre din ecuatia (34) facind a=fB=0. Se obtine
ecuatia de forma:

(1—-a% y"” (@)+2zy’ (®)+n (n+1) y (2)=0
y=Pn

‘Formula lui Rodrigues o obtfinem din formula (40) pentru a=f=0 si
are forma :

P, = (2,.,?," & b sanotat)

Vom deduce in contmuare o expresie pentru polmoamele Legendre cu
ajutorul asa numitei functii generatoare.

Definigia 3. Se numeste funcfie generaloare a sistemului de polinoame
{Pn}uen o functie @:D < R2 > R a carei dezvoltare in serie are forma :

P,
CD(%f)—nz:]o r L

unde

,iin ($)= Z;pn (x)

Se arati ci functia generatoare 'a polinoamelor Legendre este definitd de
relatia :

i
[, = e
P = KR THR
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Dezvoltarea in serie de puteri dupéd puterile lui ¢ va fi de forma:
1

ailSaite < HoME
A/ 1—211: +t2 nZ:o (x)

Seria (42) este convergentd pentru || <1.
Expresia (42) isi gaseste o larga aplicatie in fizica teoreticd sub forma é

(42)

(==

HEO (—:—0) Py (cosa); r<r,
1 1 ¥

| F—Fy | 2 —2rry cOS a+-r2 n
(—;—-) P, (cosia)ss I >r

unde T, 1, sint vectorii de pozifie a punctelor P respectiv P, in raport cu un
punct O, iar a unghiul vectorilor r si rg.

Pornind de la expresia (42) vom determina expresia polinoamelor
Legendre P,. Avem

1

O @ )=(1—2x+£) 2 =[1 —1@2c—1)] '2“— 2 P, (z) I*
Punind u=f (2z—1{), avem :

1:3 13522k 1) [
gy it Sy B e

Termenii u"~*={"~* (2x—t) "~* care contin pe f* se obf{in pentru k=0, 1, ...,

1
(1—0)"F =14 ut

E (—g—), E (%) fiind partea intreagi a lui—g— . Coeficientul lui " din ter-

menul u"* este (—1)¥ Ck_, (2x)"~% astfel ci ob{inem ca expresie pentru P,:

5(3)
Pa@= % Rk 2k<n(2"k> Fo ekt i

- Vom da in continuare citeva proprietiati ale polinoamelor Legendre.
Proprietatea 5. Polinoamele Legendre satisfac relatia de recurents,
exprimata prin :
(n+1) Ppyy (x)—(2n4-1) & P, ()+nP,_, ()=0 oricare ar fi ze(—1,1)
=G T2 % (43)
Pentru demonstratie pornim de la relatia :
1

(1=2fx +5 2 =P, (2)+P; (2) H—P, (@) 4., . 4P, (2) "+
pe care o derivim in raport cu t:

'3

— 5 (1=20 +8)3 7 (— 2420 =P, (2) 14+2Py (2) .0 +1P, (2) P14
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Folosind relatia precedentd obtinem : .

(1) [Py (x)+P; (2) t+P; (2) 5 B N T

’ =(1—2tc+12) [P, (z)+2P; (éc) ‘t+ vo P (@) "1 L]
Relatia (43) se ob{ine imediat prin identificarea coeficientilor lui {".

¢ = Proprietatea. 6. Polinoamele ILegendre au toate radicinile reale si dis-
tincte cuprinse in intervalul (—1, 1).
Proprietatea se demonstreazi pornind de la ecuatia

(x*—1)=0

si aplicind teorema lui Rolle polinomului P, exprimat prin P (z)=(2*—1)"
si polincameler B \*P¥} s *, IPC).

12. 'POLINOAMELE LAGUERRE $I HERMITE

Pornind de la ecuatia (34) se obtine ecuatla diferentiald a polmoamelor
Laguerre Ly,

o LEL W @+(—e—2)y () +ny (2)=0 (43)
si ecuatia diferentiala a polinoamelor Hermite (Hy)
¥’ (x)—2l‘y’ (*)+2ny (2)=0 (44)
ly H . ;
Formula lui Rodrlgue ia urmatoarea form# pentru pohnoamele Laguerre ;
L“ (:L‘)'—‘ 1 ;’x“"‘ d* (e_zxn-m) (45)
dz” :

iar pentru:polinoamele Hermite ia forma
o Ha ,.(””)=(—1)’.‘.e"d‘d;(e—") (46)

~ Functia generatoare a polinoamelor Laguerre este exprimati prin relalia
. 3 =rr—‘—_—__ 4 l—‘
(D (117, t) (1 _t)a.;,], e
‘Dezvoltind functia ¢ n serie Taylor dupa puterile lui ¢, pentru | {] <1
obtinem

-

1 _11 © © x
(1—1)*+t : )“F g‘ k ! (1 go k I (=)o
¥ ._ ( id Xl e § X et 2) . (k—a—p)
1 -kl 1 ? =
s §Q< ) oF ,
& Z — bl F( Awa ) 3
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Obtinem deci :

' I (L—k=
o (z, )= Z (— 1)" E =1 p!(P( k aa pi)tm

Evaluind coeficientul lui # din aceastd dezvoltare obtmem urmatoarea
expresie pentru polinoamele L%

- . a?
L @= (1" L ST pmn—a=1) Ta—p)

Functia generatoare a polinoamelor ‘Hermite se. exprimi prin -« -

@ (z, H)=e™ e~ ¢+2)*

47)

Dezvoltind in serie dup# puterile lui { obtinem :
o@o=eny L7 L

de unde "r"ezulté.urﬁiﬁfbaié'érlexpreSie pentru polinoamele H,. . S S

gre=e o

dz

- Relatiile de recurenta pentru pollnoamele L3 §1 H, sint date prm rela’;ule

(n+1) L3, (x)— (2n+1+a-—z) L“ (a:)—l-(a—l—n) L"'_l (1:) L}

- (:z:)—e”’ " (48)

respectiv
’ : H,, (@)+2zH, (£)4-2nH 7y ()=0 -

§ 3. FUNCTIILE LUI BESSEL. o (l4v
13. FUNCTIILE LUI BESSEL'DE-SPETA “INTI#
Definigia 4. Ecuatia diferemtiald’ d'é’.‘ord»iﬁuf‘i’doi

2 Y@ dy ( 25

ot + v2>y<z> S8 saademid

unde v € R sau C, z €R sau € se numeste ecuaﬁa Tui Bessel iar solu tule partlculare
ale acestei ecuatii se numesc funcfii Bessel.

Pentru a deduce exprcs1a functiilor Bessel de speta intii vom cautd so‘uln
ale ecuatiei (49) care s se exprime ca suma unei serii de forma

1y (z),———.zp § cx2¥ (50)

Presupunem cé seria de mai sus, poate fi derivatd termen cu termen si

punind conditia ca functia y si derlvatele sale pina la ordmul doi sa vermce
ecuatia (49), obtinem relatia -

E (p -+ k)z 0;2’* +(22—V2) i cp2¥=0
k=0 LiI-¥3 275 k=0
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sau
©

[+ +]
Y (p+EkP—v¥] crzb=— 3, c;zkt2
k=0 k=0

Prin identificarea coeficientilor celor doud serii obtinem relatiile

(67 —¥?) €o=0 15 oiza(Bl)
[(p+1)*—v*] ,=0
(p+kP—V] ex=—cr2; k=2,3, ... (52)
Putem presupune c,#0. In acest caz avem
p*—v'=0

Putem lua pe v astfel ca O<argv<m, deci dacid v € R, se ia v=0
Obtinem astfel
p=v $i p’:—.—v

Pentru fiecare din valorile lui p de mai sus ob{inem dou# soluiii particulare
ale ecuatiei (49). S S o ccuee it s

Pentru p=v, din a doua relatie (51) obtinem

(2v+1) ;=0
Cum 2v4+1+£0; rezulta ¢,=0, iar pe baza relatiilor': (52) obtinem "to{i coe-
ficientii de rang impar egali cu zero:
C1:C3=65‘-'—‘..o=Czp+1=-..=O orre <

Din relatiile (52) vom obtine coeficientii de rang par exprimati cu aju-

torul lui c,. :

28,1 (w1} ea==lIFE 38 10 A1)

9.2 (v+2) cg=—C3

22 p (v+p) cap=—Cp-2
Prin inmultirea termen cu termen a acestor relatii obtinem

S Co
Cop=(—1)" 222 p | (v+1) (v+2) ... (v+p)
Inlocuind
r 1
w+4)w+2)”.w+mr=~§%£§§)
avem
¢ I (v+1)

Cop=(—1)"

22 pII(v+p+1)

Definigia 5. Se numeste funcfia Bessel de spefa intii si ordinul v solufia
particulari dati de expresia (50) a ecuatiei (49), obfinutd pentru valoarea
lui ¢, datd de:

1
€= VT v+ 1)
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Obtinem astfel functia Bessel de speta intii si- ordinul v; Jy data prm
relatia : ;

g (_1),(1)”
z e 2
re=(3) 5 e i

T
S i)
p=o p! P_ (p) -

este o serie de puteri cu raza de convergenti R datd de

= (=1 (p+1)IT (v+p+2)
e Y] s ) )

deci functia @ :C— C definitad prin

eqid il A@gjins
P

=1l = 3
2 4 ( 2 )
p=op 'L (v+p+1)
este monogen# in fiecare punct al planului complex (la distanta finita).

Putem euunta astfel urmitoarea teorema :

Teorema 7. Functia Bessel de speta intii $1 ordin mt;eg Jy definita prin
relatia (53), entru v=n, n € N este olomorfa si uniformd in orice domeniu
definit prin |z | <R, cu R arbitrar de mare. Pentru vsn, neN functia Jy
este olommfa in domemul D—— (z) T, unde T este o semldreapta cu ongl-
2m +1

—v=frhit

Seria

= 00

P (Z) =

* Pentru p=—wv, dacd v# -, meN vom avea:

Co=Cg=. ch+1“"'=.0 _
Pentru coeflclen’gu de rang par obi;mem urmatoarea relatxe
& ppes 1 cor( v4-1)
229—' 2Zp p!I‘( V+P+1)

in cazul v;én n € N. Analog cu cazul in care am dedus expresia functiei Jy,
obtinem expresia functiei Bessel de speta intii si ordinul —v datid de relatia

2

Fiie (-2i)—§ - (2 )

" P IT (—viptD)

Se observia ca aceasta expresie se poate obtine in mod formal din expresia (53)
a functiei Jy inlocuind pe v cu —v. -
m--1
2 ;
Pentru v=n, n fiind un num#r natural, avem v

(54)

Cazul v= , pentru un m e N 1l vom trata mai tirziu.
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=...=Cg=...=0 §i  Cop3=Copq=...=Cyg=cy;=0. Ramin din (52)
relatiile

2 (n+l) 2 ; *Cony2= —Cap
22 (n+2) '2c2n+4="'62n+2
22 (n+Q) q 02n+2q= —Capi2q-2
de unde '
. -q i:l)q n! Cz;,
P T )|
Luind pentru c¢,, valoarea
g
= T

Inlocuind valorile coef1c1entxlor in expresia (50) obt;mem o solutie y, a ecua-
tiei (49) avind expresia datid de

N i I

q=0 qln+q T
Se observa ca functia y,=J,, unde J, este functla Jv pentru v=n.
* Vom da in continuare urmitoarea teorema : =

Teorema 8. Dacid Jy si J_v sint funct;nle Bessel de speta intii $l ordm v,
respectiv - —w, atunci :

a) pentru v#n, solutia generala a ecuatiei (48) este data de functia
P=ATEBIS - ne 2eb v—=q y1tnad (55)
A si B fiind dou# constante arbitrare. . ‘
b) pentru v=n, intre functiile J, si J_, avem relatia
iy e (56)

Demonstralie. Pentru a demonstra prima afirmatie a teoremei, demonstram
ca wronskianul functiilor Jy si J_y, pentru v#n, este diferit de zero.

Functiile Jy si J_y sint solutii ale ecuatiei (48), deci avem relatiile
2J% (D)4 2Jv () + (22—V°) Jy (2)=0"
22J v (D) + 2y (2)F(P—V?) Iy (2)=0
de unde avem :
22 [Jy (2) JZy (2)—J v (2) J% (D] +z [Jv (2) Ty (2)—
—Jv (2) Jv (29)]=0 (67)
Notind cu w wronskianul functiilor Jy si J_v avem
Jv (2) J v (2)

R@) I @) =

w (2)=
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In acest fel relatia (57) se scrie sub forma unei ecuatii diferentiale de ordi-
nul intii

2w’ (2)+w (2)=0

Solutia acestei ecuatii este functia w datd de

w (2)= —z—

unde ¢ este o constanti pe care o vom determina. Pentru determinarea con-
stantei ¢, precizim primii termeni ce apar in expresiile functiilor Jy, J._v,
Jy si- J_y. Avem :

g 1 z V& 1
Jv (2)= (’2—) —F——(;—_Fl-)--l-,..; J_v(z)=(—2—-) m+

; w2 ] . ; g s i
‘].”(z)z_;?-(?) INTES IR J‘V(Z)="7(’é‘) T T

Calculind expresia functiei w dati de relatia (58), se observa ca acesti

termeni sint singurii care dau in expresia lui w termeni in o . Avem astfe]:

(o U2W-5Ld o
w(z)_————; I'(v+1) T (—v+1)
respectiv :
Hw(z)=—- 2 :

z TMT1-9
si {inind cont de relatia (8) obtinem urmatoarea expresie pentru w :

7 osinwm @
@)= (59)
deci w (2)#0 oricare ar fi z#0 si v#n.

Pentru v#n, functiile Jyv si J_y sint deci independente, fiind solufii ale
ecuatiei lui Bessel, solutia generald y a ecuatiei se va exprima sub forma (55).
Pe de altd parte rezulti ca pentru v=n, functia w este functia nuld, deci J,
si J_, sint dependente. Pentru a deduce relatia (56) de dependentd dintre aceste
functii vom considera expresia functiei J_, obtinuti din cea a functiei J,

pentru v=n. Avem
2 ~n+2p
et v

O g ey

Cum functia I' are ca poli simpli punctele z=0, —1, —2,..., avem ci

1
TG =0 pentru z=0, —1, —2, ...
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Avem s =0 pentru p=n—1, n—2,..., 1,0 deci expresia

I'(—n +p+1)
( )—n+2p

functiei J_, se reduce la
—n+p+1)
Facind o schimbare a indicelui de insumare ; p=n--q obtinem

( z )n+2q
=

(n+q) 1T (4+1)

% mlm

J_n (2)— ( 1)”

=(=1" Ju(2)

e (2 — q;o (—1)n+e

14. FUNCTIILE BESSEL DE SPETA A DOUA

Deoarece pentru v=n functiile Jy si J_y constituie un sistem fundamental
de solutii pentru ecuatia diferentiald (49), vom ciuta o solutie particulard ' yv
a acestei ecuatii care si fie mdependenta de functia J, pentru orice v. Forma
wronsk1anulu1 w ne sugereazi ca si luim pe Y, functla definita prin

y=

(AJy-+BJ ) (60)

sin vt

Definitia 6. Se numeste funcfia Bessel de spela a doua si ordinul v, func-
fia Yy data de (60). Funcfia Bessel de speta a doua si ordinul v=neN se
obtine din Yy prin trecere la limiti pentru v —n ;

Y,=lim Yy

v-n s
Teorema 9. Integrala generald a ecuatiei (49) este datd de functia

Y=AJv+BYv

Jv, Yv fiind functiile Bessel de spela intii si a doua si de ordinul v, A si B
doud constante arbitrare.

Demonsirafie. Functia Yv pentru vsn este o solutie a ecuatiei (49) fiind,q
combinatie liniard de solutii particulare a ecuatiei respective. Vom ardta ca si
Y, este o solutie a ecuatiei (49). Deducem in prealabil expresia functiei Y,,

calculind lim Yy cu ajutorul regulei lui 1'Hospital. Avem
v-n

% cos Vit —at Jy sin vir — ke
ov

Y, =lim
V= T cOS VI

de unde

1 |dJv 0J v
Yoy u[—av— P L.,.
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Punind conditiile ca functiile Jy si J_y s fie solutii ale ecuatiei (49) si
derivind in raport cu v avem:

dz (0Jv(2))+z d (6Jv(2))+(2 v=,)auv(z) —2vJy (2)=0

ov dz a’V

De aici obtinem

2 = LUV )42 S Uv @+ U3 (=29 — e () —(—1)* In(3)] =0

unde Uv este functia data de

1l at oJv
T

Trecind la limitd pentru v—- n, obfinem :

d2Y (2)
d 2

dY (z)

+z +(Z 2) Yn (2)=0
céeé ce aratd ci functia Y, este o solutie a ecuatiei (49).
Calculind wronskianul w; al functiilor Jv si Yv, obtinem

Jv(2) Yy (2) 2

SN e

deci w, (2)#0, oricare ar fi 20, oricare ar fi v.

15. FUNCTIILE BESSEL DE SPETA A TREIA

Definigia 7. Se numesc funcfiile Bessel de spefa a treia sau funcfiile lui
Hankel functiile HI, H2 definite prin:

J‘v e—im ' v

HV=Jy+iYy=i
i sin v

(61)
JV e+lﬂV_J v

H(z)—Jv-—-le= —i
sin ov

Din formulele (61) deducem
HA) =e™.H1) ; HE) —e ™ .H@

In particular daci v=n, n eN, avem

HO =(=1)*"HY; - HO)=(—1)"HY
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Pe baza relatiilor (61) obtinem pentru v= -;—:

2 "5
J(1 st T o i 4 . z gt
HP (2)= 1\/m et ; WD) @< \/—m et (61"
2 R
(2) —=1 e e =A%, @2) = —iz
H® (2) 1\/m e | Tl N /_.ﬂ;Z e

16. RELATII DE RECURENTA

Teorema 10. Intre functiile pv_y, yv, Pv,1, solutii ale ecuatiei Bessel
(49) exista relatiile de recurenti de forma :

EENO= 0@ R El=— a6

sau relatiile echivalente cu acestea
2'\’ v ' {
Yo-1 () +pvia (D= — v (2), ¥71 (D) —Pvia ()=2v (2) (63)
Demonstram aceste relatu pentru functule Bessel de speta intii Jv, folo

sind expresia (53)
C '2v+2p'
. _Z_)
22

p!T (v+p+1) -~

s 4 d «
o [V (Z.)]""&‘z’,,go,(“l)”

Seria de mai sus o putem deriva termen cu. termén si obtinem :

" 2v+2p-1
2V(V+p)( ) .

—— [2* ¥ (2)]= rg'(;_‘l)” - ;)-!‘F S Es ) sasf

v—-142p
( : )

p!T (v+p)

= E (—1)” il (2)
deci functia Jy verificd prima relatie (62)
Analog avem : :
)
d d ¢ 2
ey Lok it = 1\ 1y
@ Iel= g X T g p D)

i ( 2 )21)—1»
(-] & 2

= 2 G ST e
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Ficind schimbarea de indice p=¢-+1 ob{inem

( 2 )2q+1
2,

W qIT (vHg+2)

d Lo

2 EIv@l= X (=1 —2"v,1 ()
q:

deci a doua relatie pentru (62).

Sa demonstram relatiile (62) si pentru functiile Bessel de speta a doua.
Consideram relatiile :

d d
e v [0y ()] = 2%Jv-1 (2) 5 g [V (D]=—2""Jv,; (2) (64)
si cele obtinute din ele prin schimbarea lui v in — v
d = =N d v v [
—d; [Z Jv (Z)]':Z J_’v_.l(Z) 5 E [Z Jv (Z)]: —Z J-v+1 (Z) (60)

In ipoteza v#n intreg, inmultim relatiile (64) cu cotg var, (65) cu — —

sinvi
si le adundm. Tinind seamd de expresia (60) a functiilor Bessel de speta a
doua avem :

Jv-1 (2) cosVa+4-J _y 1 (2)
sin vm

—;—z [2¥Y(2)] =2¥

_dd__ [2VYy (2)]=—2"" Jvy1 (2) cos vit4-J_y_; (2)
z 3

sin v
Din
€oS vit=—cos (v—1) m, sin vii=-—sin (v—1) 1t
cos vii=—cos (v41) ,  sin vw=—sin (v+1)n
avem :

d d
o [2Y¥v (2)]=2"Yy., (2)5; o [27%Y (D)]=—2""Yy,, (2). (66)
Trecind la limitd in aceste relatii pentru v —n, n e N, obtinem :
d ”Y ’nY . d —n —n v
E‘[Z n (2)] =2 X -1 (Z) ’ _(—i—z— [2 Yn (z)]: —2 Yn+1 (2)

Conform teoremei 5.9. orice solufie a ecuatiei Bessel este de forma
yv=AJv+ BYyw,

A si B fiind constante.
Inmultind in (64) cu 4, in (65) cu B si adunind obtinem

d =l
s [3'yv (2)]=2"Yv.1 (2) 3 - = [27Yw (2)]==2""gv,;:
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Derivind aceste relatii, ob{inem

gy O+ () =pv-1 ()

= 2 hy D5 @=—1va )

Pe baza formulelor de recurentad stabilite pentru solutiile ecuatiei Bessel
pornind de la relatiile (61’) putem si deducem expresiile functiilor Hankel,

pentru un indice v=n+ -2—— , neN.

17. FUNCTIILE BESSEL DE PRIMA SI A DOUA SPETA
de ORDIN SEMIINTREG ('v=n+ %—. neN)

) i 3 1 » ¥ &5 ¥ 1 de
e e y 2 = 2 o
speta intii si a doua si ordin semiintreg pot fi exprimate cu ajutorul functiilor
elementare.

Demonstrafie. Sa rezolvam ecuafia Iui Bessel (49) in cazul partlcular in

Teorema 11. Funciiile Bessel J s
n

1
care v=— . In acest caz ecuatia (49) se scrie :

d%y 1 dy ( 1 )
Pl e 6 T 5 s
Ficind schimbarea de functie data de relafia
u(z
y(Z)=——l'/(;—)

in ecuatia obtinutd, avem ecuatia diferentiald in functia necunoscutd u (z):
d2
——= J-u{2)=0.
Solutia generald a acestei ecuatii este datd de functia u, exprimata prin :
u (z)=A cos z-+ B sin z

A, B fiind constante arbitrare. Obtinem astfel ca expresie pentru solutia
generald a ecuatiei (67)

}(z)= -1—_ (A cos z-+ B cos z). (68)

Vz

Vom determina constantele A si B astfel incit si obtinem ca solutii functiile
J,siJ ;. Cum J, (0)=0 avem A=0. Comparind expresiile dezvoltarilor

9 =2 2
in serie a functiilor J, si y dat de (68); avem :
T

",3;(;—-5—+...) S V_(1+...)
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de unde B= '\/%, deci

Pentru functia J

sy
J % (2= \/}?z_ sin z. (69)

analog obtinem :

J_ _1 (Z)— '\/—— €OS 2. (70)

z
2

o I
Dac# in formula (60) care da expresia functiei Yy luim v= gl Vi é—
obtinem respectiv :
Y @=—=J; (&) =— \/zcos~ 7i!
o Te g 74 24 (71)
Y (2 =11 (B} — Zsinz 72
ke (2) = 2 (72)
o == | P : e -
Dacé ludm acum V=g sl in formulele de recurenta (63), obtinem
c e =
dmi)= \/2_(smz —cosz); e 3 (7) =\/——(—sinz— cosz).
s 194 2 =By (194 Z
3 :
Pentru v= -5 si v=— — oblinem

Js(Z) \/uz[(— —1)sinz—% cosz}
J_i(z)———\/%l—i-smz—}— (i —~1)cosz }

Obtinem astfel din aproape in aproape expresiile functiilor J | ,
F , de forma o

_n——z—
J +_;_(z)= \/%[An(—li—) sin z+ B, (—12—) cos z]
J_n_;?(z)=\/j—z [Ch (%)sm z+D, ( l )cos z]

A, (-zl—), B, (—:—) sl (—:-) 5L (—zl—-) fiind polinoame de grad: cel mult n
32
Z

in
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Inlocuind in formula (60) pe v cu + (n—l— -%—) obtinem
el . YL . e 1 AN
Y”_;(Z)—( 5 J_n__;(z), Y—n—-%—(z)—( 1) Jn+_;(2)

Liouville a aratat ci functiile

ge ek e 4
N+ e n+

sint singurele functii Bessel care pot fi exprimate prin funciii elementare.
18. REPREZENTAREA FUNCTIILOR BESSEL DE PRIMA SPETA
si ORDIN IRTREG PRINTR-O INTEGRALA DEFINITA
Teorema 12. Pentru functiile Bessel J,, cu v=n e€Z avem urmitoa-
rea egalitate :
27

i"Ju (2)= zl—n So el conf.elnh dh,

Demonstrafie. Calculam integrala din membrul doi. Inlocuim

101 o—i0
e'vl-e
€08 0= ——M —
2
si dezvoltim in serie de puteri expresia e?*cos®
PR, ol
etzeosb__o 7 o g

@t 2 P [es) i LA i
o B [ ipo Sy [ -1k 6
[3:30,,,*(2)‘* ][kgok’](‘z)e J

Astfel avem

1
o S elzcosBa1n8 10—
0
o T 2 P+k 1 S2n :
= Y e | [t e, i(p+n—1)6 40, .
o' p!k!(z) B 3y ° 48
Deoarece
T o
_ng Y bt 3 0 pentru k#p+n
2% J 1 pentru k=p-n
avem

1 27¢ © 1 2 n4+2p
il eilcosﬂ eme d9= i"+2p (____) —ir Jn 7).
=3 T a2 @

Observafie. Functia e!'%%s® e!n® este periodici, de perioadd 2m.
Putem scrie :

_2_1; sn elzcos B gln 6 d0=i"J, (z)
~6
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Inlocuind €Y= cos 0-isin 0, oblinem

T
i*J, (2)= -k efz¢0s8 co5 nO dO
: T Jdy

19. FUNCTIILE BESSEL DE PRIMA $I A DOUA SPETA MODIFICATE

Fie ecuafia diferentiala

280
dz?

dy (z)
dz

Efectuind schimbarea de variabili =iz se obtine ecuatia diferenfiala
a lui Bessel.

4 (Z+v) y ()=0 (73)

Py @ . dy @)
& i@ +& a

Solutia generald a acestei ecualii este de forma
AJy (©)+BYy (§)

unde A, B sint doud constante arbitrare, deci solufia generali a ecuatiei (73)
va fi

—(E+v) y (5)=0

AlJy (iz)+ BYy (iz)

Definifia 8. Se numegste funcfia Bessel de spela intii modificald functia Iv
definitd prin relatia

Iy ()=i™Jy (i2) (74)

Functia Iy are urmatoarea dezvoltare in serie :

7z =2 1 z \*?
I (5 (_2") pgopll‘(p+v+1)(—2')

Pentru v=n, n, intreg, avem
Fabizy=it*1, (2
I3 (e)=4iy1h i (2)
iar pe baza relatiei (56) avem
I_, (2)=1,(2)
Definitia 9. Se numeste functia Bessel de speti a doua si ordinul W,

funciia kv definitd prin :

_:IE_ Iy (Z)'-Iv (Z)

ke 2 sin v

(75)

Se poate arita cd dacd v — n, intreg, atunci k,=lim ky este o solutie a ecua-

V-
tiei (73) independenta de I,. Expresia functiei k, va fi ':Iaté de
1 ol _v oly
k == e ( — L — e ——
Sy 2 (= [ av ov L=n

11 — Matematici speciale
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Functia kv se poate exprima cu ajutorul functiei H({) folosind prima
relatie (61). Avem :

01y 205 , TRes
HOD (i2)=iJv (i2)e ™ —J v (i2) _jum Iy @—=1-v (2)
i sin qv sin sy

de unde

ky (=" 2= H, (i2)

In electrotehnicd apar adesea functiile lui Bessel de ordinul zero si argu-
n

14
fi i g S
ment ze ¢, izel®
Aceste functii se noteazi cu ber si bei si se numesc funcliile lui Thomson.
n s I0
R i —
Ele se definesc prin bher (z)4-ibei (z)=J, (ize * )=1I (ze *

Din expresia :

2% gy ) \N)Z”
=X, (pl)z(z

p=

i
Iy(ze
rezulta

1 z 1 1 z \8
IN’I‘(Z)=1-—W(7&—)+«4—!)§—(7) e wss

i (5] - o (5] + o (3)
el(Z)ﬂ(ll)g 5 ——(?l—)? —5‘ +zgr)2 ? S

Aceste funclii se generalizeazi la functiile ber v si bei v definite prin:
+1%

bery (z) +ibeiy (—2)=Jy(ze *)

Analog se definesc si functiile ker, kei, ber, bei prin
3
ker (z) + i kei (z)=k,(— ize .
3n

beiv(z) £ i beiy (2)= Hv® (ze *)

20. ORTOGONALITATEA FUNCTIILOR LUI BESSEL DE PRIMA
SPETA $I ZEROURILE

Vom da urméatoarea teoremé care ne va fi utila in cele ce urmeazi :

Teorema 13. Functia Bessel de prima spetd Jv cu Rev>—1 satisface
urmitoarea relatie :

(k} — k3 S: x Jv (ki) Jv (kyz) dor=
=kJy (ky) Jv (ko) — ks JY (k) Jw(k;) (76)
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unde k;, k, sint doud constante reale sau complexe arbitrare.
Fie ecuatiile diferentiale :

2 yi (@)+ayi ()4 (k32x®—+*) gy (2)=0 (77)
2® y3 (x)+2ys ()4 (k2 2°—v?) ya (2)=0 (78)

Facind schimbarile de variabile kx=z, respectiv k,x=z se ajunge la ecuatia
lui Bessel (49). Ecuatiile (77) si (78) au deci drept solutii functiile g, respec-
tiv g, definite prin

Y1 (@)=Jv (%), Yz (®)=Jv (koT)

Din ecuatiile (77) si (78) obtinem ecuatia
2 [yi (@) Y2 (©)—y1 (=) Y5 ()] +
z [y1 (2) Y2 (@) — 11 () 92 (@)1 + (K —k3) 2%, (2) Y2 (2)=0
care se poate scrie si sub forma
{z [9i (2) Y2 (@) —y1 (@) Y2 (@) 1} = (k}— k) 2y, (x) Y2 ()
Integrind ambii membrii ai ecuatiei de mai sus pe intervalul [0, 1] obf{inem :
(=) §, 291 (@) 12 () do—z [} (@) 3o )i () s (0] |-

Folosind expresia (53) a functiei Bessel de prima spetd vom avea

1 ki’
¥ (@) =Ty (k)= I—m(%”) e

1 h 1 kgl &
Yz (2)=Jy (kyx)= To+D (7) +
d k bz i
o (v)= T Jyv (kyx)= 5T zvii—l) ( éx ) -2L.a.

\ d k 30
y2(1)=H;Jv(k2x)=—vz—~( - ) sy i

deci in expresia x [yi (%) ¥z (¥)— Y2 (T) Y3 (T)]x=0 termenul obtinut luind primul
termen din fiecare serie este nul si 2®¥** apare ca factor comun. Atunci
2 [yi (x) Y2 (2) = Y2 (2) Y1 (@)] le=0=0 pentru Rev>—1.

Tinind seama ca

7= d ’ ’ '
Ui (T) [z=1= ¥ [Jv (k)] [e=1=k1 T (K1), Y2 (2) [z=1=k2Ty (k3)
rezulta relatia (76).

Teorema 14. Pentru ve R si v>—1, toate zerourile functiei Jy sint
reale.
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Pentru v € R, coeficientii seriei din expresia (53) a functiei Jv sint reali.
Presupunind ca z;—a--ib este o radacind a ecuatiei Jv(z)=0, ea va admite
si ridacina zy=—a—ib. Inlocuind in (76) ky=z; si ky=2z,, obfinem

—diab S; z Jy [(a+ib) z] Jv [(a—ib) 2] - dz=0 (79)

Deoarece Jy [(a+id) ] si Jv [(a—ib) z] sint complex conjugate, expresia de sub
semnul integralei este pozitiva si fiind continui rezulti ca egalitatea (79) are
loc numai pentru a=0 sau b=0.

Daca a=0 ar rezulta ca Jy (2)=0 are radécini pur imaginare adici

» ib v © i2v p2p
e 1D =
Jy (ib)= ( 5 ) pg'o( b 22 pI T (v+p+1) =

pentru b0 rezulta
0 b2p
p=0 22 p I I'(vp+1)

0

ceea ce este imposibil, to{i termenii seriei fiind strict pozitivi pentru v>—1.
Relatia (79) este deci satisfacuta numai pentru b=0 ceea ce demonstreaza

teorema.
Cu privire la zerourile functiei Jyv ddm urmitoarea teorema fira demon-

stratie.
Teorema 15. Ecuafia Jy (z)=0 are o infinitate de radicini reale.
Observafie. Din expresia (53) a functiei Jy rezulta ca rddicinile ecuatliei
Jv (2)=0 sint doud cite doua simetrice fa{a de origine.
Considerdm un sir de radécini ale ecuatiei Jy (z)=0

ky kg, ovn kg oo cu k% #KE pentru i # j
Teorema 16. Sirul de funciii @definite prin
@ (@)=Jv (kex)
este un sir ortogonal de functii in raport cu ponderea p pe [0, 1], unde p ()= si

: 0 pentru i # j

xdv (k) Iy (k) de={"1 .. 1 s
Sa zdv (kix) Iv (kz) dx —Z“J.,z ()= E—_Jg%l R} (peitrn (15
Pentru a demonstra teorema ludm in relatia (76) ;=R ky=k, si avem

kiJv (k)Iw(ky)—Jdv (k;) Iv (ky)

2 12
‘l‘i k2

i
S zdv (k) Jv (kz) dr=
]
Cum Jv (k)=0, Jv (k;)=0 obtinem zero pentru i+ j.
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: . 0
Pentru i=j, in membrul sting obtinem o nedeterminare de forma ik Vom

calcula atunci limita membrului sting pentru k,— k; cu ajutorul regulei lui
I’Héspital ; avem :

lim Jv (kq) Jv (Ig) ko T (ki) Ty (k;)—ky Ty (ki) Ty (ky) s _1~ T (k)
k% —21(" 2

e

Inlocuind in relatiile (63) pe z cu k; si tinind cont ci Jy(ks)=0 obtinem
Jvog (kg) v (k)=0, Jy_y (ky)—Jvy1 (ky)=2Jy (k)
de unde
Iy (k)= —Jvy1 (k))=Ty (ky)

deci

1
£ 1 1
Soa:J% (ij) dz= —é— J,v“ (1C1)= —2— J%-H ”\j)= 7 J%’——l (kg)

Functiile Bessel au o serie de aplicalii cum sint: in studiul oscilatiilor
unui fir greu suspendat la un capat, a unor miscéri determinate prin ecuatia
lui Laplace, propagarea unei unde electromagnetice in interiorul unui cilindru
de rotatie infinit etc.
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