
Lecţia 7 
 Aplicaţii ale ecuaţilor diferenţiale de ordin superior si ale sistemelor de 

ecuaţii diferenţiale 
1. Oscilaţii armonice 
 1a. Oscilaţii neamortizate (ecuaţie liniarǎ)  
Ecuaţia oscilaţiilor neamortizate este 

( ) ( ) .sin'' 2
0 tatxtx ωω ⋅=⋅+  

Ea este o ecuaţie diferenţialǎ liniarǎ de ordinul II cu coeficienţi constanţi. Ecuaţia 
caracteristicǎ ataşatǎ este  şi are soluţiile 02

0
2 =+ωr ir ⋅= 01 ω , respectiv ir ⋅−= 02 ω . 

Soluţia generalǎ a ecuaţiei omogene este 
( ) tCtCtxg 0201 sincos ωω += . 

Pentru a gǎsi o soluţie particularǎ se disting douǎ cazuri : 
- dacǎ ωω ≠0  o soluţie particularǎ are forma ( ) tBtAtx ωω sincos += .  
In aceastǎ situaţie ( ) tBtAtx ωωωω cossin' +−= şi ( ) tBtAtx ωωωω sincos'' 22 −−= . 
Introducând în ecuaţie obţinem ( ) ( ) tatBtA ωωωωωωω sinsincos 22

0
22

0 =−+− şi, din 

identificarea coeficienţilor rezultǎ 0=A şi 
22

0 ωω −
=

aB . Soluţia particularǎ este 

deci 

( ) .sin22
0

tatxp ω
ωω −

=  

Soluţia generalǎ a ecuaţiei va fi ( ) .sinsincos 22
0

0201 tatCtCtx ω
ωω

ωω
−

++=  

- dacǎ ωω =0  soluţia particularǎ se cautǎ sub forma 
( ) ( ) ( ) tDCttBAttxp 00 cossin ωω +++= . Din calcule similare celor precedente 

rezultǎ ( ) ttatxp 0
0

cos
2

ω
ω

−=  şi soluţia generalǎ este 

( ) tCttaCtx 020
0

1 sincos)
2

( ωω
ω

+⋅−= . 

In acest caz amplitudinea mişcǎrii devine considerabilǎ, ceea ce permite obţinerea 
unor efecte enorme folosind un termen perturbator mic (valoarea lui a este micǎ). 
Acest efect este important (de exemplu) pentru obţinerea unor tensiuni ridicate 
necesare amplificǎrii unor semnale radio.  
 
 1b. Oscilaţii amortizate 
 Dacǎ se ţine cont de amortizarea oscilaţiilor se obţine ecuaţia 

( ) ( ) ( ) tatxtxtx ωα sin'2'' 2 ⋅=⋅Ω+⋅+ . 

Ecuaţia carateristicǎ asociatǎ, , are soluţiile 02 22 =Ω++ rr α 22
2.1 ωαα −±−=r  



- dacǎ  soluţia generalǎ este 22 Ω>α ( ) tt
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- dacǎ  soluţia generalǎ este 22 Ω=α ( ) ( ) t
g eCtCtx α−+= 21  

- dacǎ  soluţia generalǎ este 22 Ω<α
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Condiţia 0>α  aratǎ cǎ ( ) 0lim =
∞→

txgt
 adicǎ, în absenţa unui termen perturbator, 

mişcarea este amortizatǎ . 
Deoarece ecuaţia caracteristicǎ nu are rǎdǎcini pur imaginare, soluţia particularǎ se 
cautǎ sub forma ( ) tBtAtxp ωω cossin += . 

Inlocuind ( ) tBtAtx ωωωω sincos' −=  şi ( ) tBtAtx ωωωω cossin'' 22 −−= în ecuaţia 

iniţialǎ obţinem, prin identificarea coeficienţilor, ecuaţiile  

din care rezultǎ 
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In acest caz soluţia particularǎ este 

( ) ( ) ( ) tatatxp ω
ωαω

αωω
ωαω

ω sin
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4 2222222222
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Ca de obicei, soluţia generalǎ a ecuaţiei este ( ) ( ) )(txtxtx pg += . 
Exemplu:  Sǎ se resolve ecuaţia .2sin39'4" txxx =++  
In acest caz 2=α , 3=Ω , 2=ω . 
Ecuaţia caracteristicǎ 0  are soluţiile 942 =++ rr 522,1 ir ±−= , deci soluţia 

generalǎ a ecuaţiei omogene este ( ) ( )tCtCetx t
g 5sin5cos 21

2 += − . 

Soluţia particularǎ este ( ) tttxp 2cos
89
242sin

89
15

−= . Ea se mai poate scrie sub forma 

( ) ( φ−= ttxp 2sin
89
3 ), unde 

5
8

=φtg . Ea are perioada principalǎ ππ
ω
π

===
2

22T  

care este consideratǎ perioada de oscilaţie. 
Sǎ observǎm însǎ cǎ soluţia generalǎ 

( ) ( ) ( )tttCtCetx t 2cos82sin5
89
35sin5cos 21

2 −++= −  

Nu este o funcţie periodicǎ. 
 
 



 
2. Mişcarea unui pendul (ecuaţie liniarǎ) 
Sǎ se descrie mişcarea unui pendul legat de punctul O printr-un fir de 
lungime  l, dacǎ acest pendul este deviat de la verticala locului cu unghiul la 
centru 0θ  şi viteza sa iniţiala este . 0v
 
 

 
                              Figura 3. Pendulul matematic 
 
Se considerǎ ca variabilǎ independentǎ unghiul dintre verticala locului şi firul OM 
(pendulul se aflǎ în punctul M ). Funcţia necunoscutǎ ( )θxx =  reprezintǎ arcul OM. 

Asupra corpului aflat în M acţioneazǎ greutatea mgG = dirijatǎ pe verticalǎ în jos şi 
tensiunea în fir dirijatǎ de-a lungul firului spre punctul O. Forţa rezultantǎ este 

( ) nmgTtmgF ⋅−+⋅−= θθ cossin , unde nt, reprezintǎ vectorul tangent, respectiv 
normal, la traiectorie. 
Proiectând legea fundamentalǎ amF ⋅=  de-a lungul tangentei la traiectorie şi tinând 
cont cǎ acceleraţia este a doua derivatǎ a spaţiului, obţinem ecuaţia 

( ) θθ sin'' gx −= . 
Dacǎ  atunci se poate face aproximaţia o10<θ ( ) lx /sin θθθ =≈  şi ecuaţia devine 

lxgx /'' ⋅−=  
Aceasta poate fi consideratǎ o oscilaţie neamortizatǎ dacǎ vom considera 

lg /0ω = . Soluţia sa generalǎ (vezi paragraful 1 sect 1a.) este  
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 unde ( )ππφ ,−∈  este unghiul ce are 
2

2
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Aceasta este cea mai simplǎ mişcare periodicǎ, numitǎ şi mişcare armonicǎ.  

Perioada mişcǎrii este ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
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⎝

⎛
==

g
lT πωπ 2/2 0 , care este independentǎ de masa 

pendulului. 
Constantele mişcǎrii ( ,  sau 1C 2C φ,M ) se determinǎ din condiţiile iniţiale 
( ) 180/0 0θπ ⋅⋅= lx , ( ) 00' vx = . 

 
 
 
3. Calculul perioadei unui circuit oscilant (ecuaţie liniarǎ) 
 Un circuit oscilant este format dintr-o bobinǎ (de inductanţǎ ) legatǎ de un 
condensator de capacitate . Codensatorul, încǎrcat în prealabil, se descarcǎ 
în bobinǎ. 

L
C

 Variabila independentǎ este timpul t. Se noteazǎ  
-  intensitatea curentului la momentul t ( )ti
- sarcina electricǎ a condensatorului la momentul t ( )tq
-  diferenţa de potenţial la bornele condensatorului la momentul t.  ( ) ( ) Ctqtv /=
Forţa electromotoare datoratǎ variaţiei de flux în bobinǎ este ( )tiLe '⋅−=  iar legea 
lui Kirchoff aratǎ cǎ ( ) ( ) ( )( ) Rtetvti /+= .  
Inlocuind toate aceste expresii in funcţie de ( )tq  obţinem ecuaţia 

( ) ( ) ( ) 01''' =
⋅

+⋅+ tq
CL

tq
L
Rtq  

Ceea ce reprezintǎ un oscillator amortizat fǎrǎ termen perturbator (paragraful 1, 

secţiunea 1b.), considerând 
L

R
2

=α  şi 
CL ⋅

=Ω
12 . Reluând rezultatele prezentate 

acolo obţinem: 

- dacǎ 
C
LR 2>  (adicǎ ) atunci soluţia generalǎ este  22 Ω>α
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Constantele A şi B se determinǎ din condiţiile iniţiale ( ) 00 qq =  şi ( ) 00 =i  



Din sistemul 
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Sǎ remarcǎm cǎ puterile ce apar la exponenţi sunt amândouǎ negative şi deci 
. ( ) 0lim =

∞→
tq

t

- dacǎ 
C
LR ⋅= 2  (adicǎ ) atunci soluţia generalǎ este 

. 

22 Ω=α

( ) ( ) teBAttq α−⋅+=
Coeficienţii A şi B sunt în acest caz 0qA −=  şi 0qB =  şi soluţia se scrie 

( ) ( ) tetqtq α−⋅−= 10 . 

- dacǎ 
C
LR 2<  (adicǎ ) atunci soluţia generalǎ este 22 Ω<α
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Din condiţiile iniţiale rezultǎ 0qM =  şi 
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In problemele legate de circuite electrice este mai importantǎ studierea funcţiilor 
i(t) şi v(t) decât cunoaşterea lui q(t), de aceea le explicitǎm în acest ultim caz. 
Se noteazǎ φαα tg=−Ω /22 , deci Ω= /cos αφ  şi Ω−Ω= /sin 22 αφ  şi se 
obţine 
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Ea reprezintǎ o mişcare oscilantǎ amortizatǎ, neperiodicǎ, dar distanţa între 

punctele de extrem este constantǎ, 
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=
π . Aceasta formulǎ a fost 

obţinutǎ de William Thomson şi este cunoscutǎ sub numele de “perioadǎ a 
circuitului oscilant”. 
Un astfel de circuit este un generator de oscilaţii amortizate. 
In situaţii concrete  este mult mai mic decât 2α 2Ω   deci 0cos ≈φ  şi 1sin ≈φ , ceea 
ce aratǎ cǎ 2/πφ ≈ . In aceste condiţii se obţin 
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In aceastǎ situaţie perioada circuitului este LCT π2= . 
 
 4. Oscilaţii ale unei coloane de lichid (ecuaţie liniarǎ) 
Se considerǎ un tub în forma de U, deschis la ambele capete, cu secţiunea S 
conţinând un lichid. Se provoacǎ o denivelare a lichidului faţǎ de poziţia de 
echilibru radicând nivelul sǎu într-o aripǎ a tubului cu . Sǎ se descrie 
mişcarea lichidului. 

0x

 
Figura 4. Oscilatia unei coloane de lichid 
 
 Variabila independentǎ este timpul t iar funcţia necunoscutǎ este , care 
mǎsoarǎ diferenţa de nivel dintre poziţia de echilibru şi nivelul licidului mǎsuratǎ 
pe o aripǎ a tubului. 

( )txx =

Se considerǎ cunoscute m = masa lichidului, S = secţiunea tubului, l = lungimea 
tubului ocupatǎ de lichid, ρ  = densitatea lichidului şi g = acceleraţia gravitaţionalǎ. 
Deoarece tubul poate fi asimilat cu unul cilindric se poate considera cǎ Slm ⋅⋅= ρ . 
Lichidul se pune în mişcare pentru cǎ asupra lui acţioneazǎ forţa de greutate 
corespunzǎtoare coloanei de lichid cu înǎlţimea ( )tx2 . Mǎrimea acestei forţe este 
( ) ( ) gStxtF ⋅⋅⋅⋅= ρ2 . Scriind legea fundamentalǎ a dinamicii obţinem ecuaţia 

( ) ( ) gStxtxm ⋅⋅⋅⋅−=⋅ ρ2'' , adicǎ 

( ) ( ) .02'' =+ tx
l
gtx  

Ea reprezintǎ un oscillator neamortizat (paragraful 1, secţiunea 1a.) dacǎ notǎm 

l
g22

0 =ω .  
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Soluţia generalǎ este ( ) ⎟
⎟
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⎞
⎜
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⎛
+⋅= φt

l
gxtx 2sin0  ceea ce aratǎ cǎ, în cazul ideal (fǎrǎ 

amortizare datoratǎ frecǎrii) lichidul va avea o mişcare oscilantǎ în jurul poziţiei de 
echilibru. 
Dacǎ se ia în considerare şi frecarea se obţine o mişcare oscilantǎ amortizatǎ 
asemǎnǎtoare celei din paragraful anterior. 
 
4. Propagarea cǎldurii într-o barǎ (ecuaţie liniarǎ) 
Se considerǎ o barǎ de lungime mare, teoretic infinitǎ care este încastratǎ cu o 
extremitate într-un mediu a caarui temperaturǎ este mai mare decât cea a 
mediului ambiant. Sǎ se descrie distribuţia temperaturii de-a lungul barei 
atunci când este atins regimul permanent, adicǎ temperatura nu se modificǎ în 
timp. 
  Variabila independentǎ este x, distanţa la punctul de fixare, corespunzǎtor lui x=0. 
funcţia necunoscutǎ este temperatura ( )xTT = . 
Cantitatea de cǎldurǎ ce traverseazǎ secţiunea S a barei (aflatǎ la distanţa x de 
punctul de fixare) într-o secundǎ este ( )xTSKQ '⋅⋅−= . Coeficientul K mǎsoarǎ 
conductivitatea termicǎ a materialului şi semnul “-“ aratǎ cǎ temperatura se 
micşoreazǎ atunci când ne depǎrtǎm de punctul de fixare.. 
Pe distanţa  se pierde o cantitate de cǎldurǎ x∆ ( )xTxSKQ ''⋅∆⋅⋅−=∆ . 
Aceastǎ pierdere poate fi calculatǎ şi folosind formula ( ) xpxTQ ∆⋅⋅⋅−=∆ α  unde 
α  este coeficientul de dispersie a cǎldurii (care depinde de calitǎţile suprafeţei 
exerioare, de exemplu porozitate, culoare) iar p este aria lateralǎ a barei de lungime 

.  x∆
Egalând cele douǎ expresii obţinem ecuaţia ( ) ( ) xpxTxTxSK ∆⋅⋅⋅−=⋅∆⋅⋅− α'' , 
adicǎ 

( ) ( ) 0'' 2
0 =⋅− xTxT ω  

unde ( )SKp ⋅⋅= /2
0 αω . Soluţia generalǎ a ecuaţiei este  

( ) xx eBeAxT 00 ωω −⋅+⋅= . 
Deoarece condiţia ( ) 0lim =

∞→
xT

x
 este naturalǎ rezultǎ cǎ 0=A . Din  se 

deduce  

( ) 00 TT =

( ) xeTxT 0
0

ω−⋅=  
ceea ce aratǎ cǎ temperatura scade exponenţial în raport cu distanţa. 
 
5. Ecuaţii de mişcare (ecuaţii liniare 
5a. Cǎderea corpurilor (mişcare rectilinie) 
 Miscarea rectilinie a unui corp de masǎ m asupra cǎruia acţioneazǎ o forţǎ de 
atracţie proporţionalǎ cu distanţa x la un punct fix O este descrisǎ de ecuaţia 

( ) gtx −=''  



unde  reprezintǎ distanţa de la corp pâna la O, mǎsuratǎ la momentul de timp 
t. 

( )txx =

Dacǎ notǎm ( ) ( )txtv '=  obţinem ecuaţia ( ) gtv −=' cu soluţia ( ) 1Cgttv +−=  şi din 

 rezultǎ ( ) 1' Cgttx +−= ( ) 21
2

2
1 CtCgttx ++−= . 

Dacǎ la momentul iniţial 0=t  corpul se afla la distanţa faţǎ de origine şi a fost 
lansat cu viteza 

0x
( ) 00 vv =  atunci legea de mişcare a corpului va fi  

( ) 00
2

2
1 xtvgttx ++−= . 

5b. Mişcarea unui corp într-un câmp de forţe centrale (mişcare planǎ) 
Sǎ se descrie mişcare unui punct material într-un plan dacǎ acesta este atras de 
centrul O cu o forţǎ proporţionalǎ cu distanţa la O. Mişcarea începe dintr-un 
punct aflat la distanţa a de centrul O şi viteza iniţialǎ, perpendicularǎ pe raza 
OA, are mǎrimea . 0v
 Variabila independentǎ este timpul t iar funcţiile necunoscute sunt ( )txx =  şi 

 care reprezintǎ coordonatele punctului material la momentul t. ( )tyy =

Ecuaţia fundamentalǎ a dinamicii se scrie . 
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Se considerǎ (pentru simplificarea calculelor) cǎ  mişcarea începe din . ( )0,aA
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Soluţia generalǎ a sistemului de ecuaţii (independente una de cealaltǎ) este 
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Din condiţiile iniţiale rezultǎ 
k
mvDCBaA ⋅==== 0,0,0, , deci soluţia 
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Din eliminarea lui t între cele douǎ ecuaţii rezultǎ cǎ traiectoria punctului are ecuaţia 
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 ceea ce aratǎ ca punctul se mişcǎ pe o elipsǎ 



 
6. Ecuaţii  neliniare 
6a. Determinarea coeficientului de frecare 
Un punct material de masǎ m se mişcǎ cu frecare pe un cerc vertical. La 
momentul iniţial se aflǎ la o extremitate a diametrului orizontal şi are viteza 
iniţialǎ . El atinge cel mai coborât punct de pe cerc cu o vitezǎ egalǎ cu 
0. Sǎ se determine coeficientul de frecare 

00 =v
µ dintre punct şi cerc. 

 
 
Figura 5. Mişcare cu frecare 
 
Variabila independentǎ este timpul iar funcţia necunoscutǎ este ( )tφφ =  care 
mǎsoarǎ unghiul la centru format de raza vectoare cu  raza vectoare iniţialǎ OA. 
Considerǎm  Ct  şi Cn  vectorii tangent, respective normal la cercul (C).  

Viteza corpului este ( ) ( ) Cttrtv ⋅⋅= 'φ  iar acceleraţia este 

( ) ( ) ( ) CC ntvrttrta ⋅⋅+⋅⋅= 2''φ  

Ecuaţia de mişcare, fFRGam ++=⋅ , proiectatǎ dupǎ direcţia normalei şi a 
tangentei la cerc aceasta conduce la sistemul  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⋅−=⋅−

⋅⋅=−
2'sin

''cos

φφ

φφ

rmGR

rmFG f , adicǎ . 
⎩
⎨
⎧

−⋅⋅=⋅⋅−

⋅−⋅⋅=⋅⋅

Rgmrm

Rgmrm

φφ

µφφ

sin'

cos''
2

Eliminând  între cele douǎ ecuaţii obţinem ecuaţia 
diferenţialǎ neliniarǎ de ordinul II incompletǎ (variabila independentǎ nu apare 
explicit) 

2'sin φφ ⋅⋅+⋅⋅= rmgmR

0cossin''' 2 =⋅−⋅+⋅+⋅ φφµφµφ ggr . 

Se noteazǎ şi , deoarece 2'φ=z ( ) ''''''2' φφφφ ⋅=⋅⋅= zz , se obţine '
2
1'' z=φ . 

Ecuaţia de ordinal II devine  

( )φµφµ sincos'
2

⋅−⋅=⋅⋅+⋅ gzrzr  

A 

fF
ϕ  

 

G  B



care este o ecuaţie liniarǎ de ordinul I.  
Ecuaţia omogenǎ ataşatǎ, zz ⋅⋅−= µ2'  are soluţia generalǎ . φµ⋅⋅−⋅= 2eCz

Aplicând metoda variaţiei constantei obţinem ( ) ( )φµφφ φµ sincos2' 2 ⋅−⋅⋅= ⋅⋅eg
r

C  

şi, prin integrare directǎ rezultǎ ( ) Ke
r
gC +

⋅+
⋅⋅−+⋅⋅

= 2

2
2

41
sin)21(cos32

µ
φµφµφ µφ , 

ceea ce aratǎ cǎ ecuaţia liniarǎ are soluţia  

( ) µφ

µ
φµφµφ 2

2

2

41
sin)21(cos32 −⋅+

⋅+
⋅⋅−+⋅

= eK
r
gz . 

Aceastǎ ecuaţie nu poate fi rezolvatǎ analitic  dar acest lucru nici nu este necesar 

deoarece, din condiţiile iniţiale ( ) 0
2

,00 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πvv , adicǎ ( ) 0

2
,00 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πzz  

 rezultǎ 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⋅+
⋅+

−
⋅

⋅

=+
⋅+
⋅

⋅
⋅

⋅− 0
41
212

0
41

32

2

2

2

πµ

µ
µ

µ
µ

eK
r
g

K
r
g

  adicǎ ( ) 0321 2 =⋅⋅−⋅− ⋅− πµµµ e  

Nici aceastǎ ecuaţie iraţionalǎ cu necunoscuta µ nu poate fi rezolvatǎ analitic dar 
soluţia ei, aproximatǎ numeric cu o eroare de  este 01.0 62.0=µ . 
 
6b. Determinarea ecuaţiei unei curbe  
Sǎ se determine curbele plane care au raza de curburǎ constantǎ . 0>R
 Ecuaţia curbei cǎutate va fi ( )xyy = . Raza de curburǎ este definitǎ de 

( )( )
''

'1
2/32

y
y−

=ρ , deci ecuaţia problemei este 

( )( ) '''1
2/32 yRy ⋅=− . 

Aceastǎ ecuaţie neliniarǎ incompletǎ se transformǎ într-un system de ecuaţii de 
ordinul I 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=⋅

=
2/321'

'

uuR

uy
. 

Din ultima ecuaţie a sistemului rezultǎ, prin integrare directǎ 
R

Cx

u

u −
=

+12
 adicǎ 

( )22 CxR

Cxu
−−

−
±= . Inlocuind u în prima ecuaţie şi integrand obţinem 

( ) 1
22 CCxRy +−−−= , adicǎ 

( ) ( ) 222
1 RCxCy =−+− . 



Aceastǎ relaţie aratǎ ca doar cercurile de razǎ R (şi centru arbitrar ( )1,CCA ) au raza 
de curburǎ constantǎ, egalǎ cu R. 
 


