Capitolul IV
CALCULUL OPERATIONAL

Calculul operational se ocupad de studiul transformarii lui Laplace £ care
este o aplicatie de la algebra functiilor originale la algebra functiilor complexe
sau reale. Operatiilor de derivare si integrare pe algebra originalilor corespund
operatii algebrice simple ce se aplicd imaginilor.

1. TRANSFORMAREA LAPLACE. PROPRIETATI

Fie (Z¢ ((Zr) spatiul liniar complex (veal) al functiilor complexe (reale)
definite pe R.

Definitia 1. O functie f e (Z¢ (Fr) se numeste funetie original daca
satisface urmétoarele conditii:

1) £ (f)=0 pentru {<0

2) f este derivabild pe portiuni

3) 3M >0 si So=0 astfel ca

£ ()] <Mgest,
Numirul S, se numeste indice de crestere.

O functie f: I — C (R) se zice derivabild pe portiuni pe intervalul I < R
mirginit saun nemirginit daci pentru orice interval [a, b] = I existd o divi-
ziune ‘d= (@=%), T;, ... 5 Zp,1, V=1T,) CU A=T<T;<<...<ZT, ;<%T,—D astfel
incit functia f si fie derivabili pe orice subinterval (z;_;, ;) sd existe f (z;_;+0),
f (x—0) si fg(xr_q), fs(xx); k=1, ..., n.

Fie O¢c(Z¢ (On < (Fr) multimea functiilor original.

Teorema 1. Multimea Og¢(Og) formeazi un subspatiu liniar complex
(real) al spatiului liniar (Z¢ ((FR).

Fie f, g€ O¢(On) si a, B €C (R), vom ariita ci af-+2 g € O¢(On).

Primele dou# conditii sint evidente. Si verificim a treia conditie. Fie
M, My>0 si sy, 54> 0 astfel ca |f()]<M, et si|g ()| <Mzes; avem

laf )+Bg ()| < la| Myestt | B | Myest<Mes,
unde
M=maz (|a | M, |B|My)>0 si sy=max (s, s3) >0.
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Teorema 2. Multimea O (Og) formeaza o subalgebra a algebrei F¢ (Fr)-

Fie f, g € O (Og). Functia produs h=f-g, definita prin h )= (g (®.
[ € R, satisface evident primele dou# conditii ca sa fie functie original. Fie

M,, M;>0, s, $220
astfel ca
[E@) | <Myest; |g(h)]| <My
de unde rezulta ca
Ih(@)|=f(®)g®| <M;-Myelsts)t

ceea ce zcatid ca si a treia conditie este satisfacuta, deci h € Oc (Or).

<t

Functia original notata cu m si definita prin

(0 t<<l)
il
e
n{= 5
PR ()

se numnesle funclia unilate.
Proprietate. Daci @ € (Z¢ ((Fn), satisface conditiile 2 si 3, atunci functia
f='r| e 0(3 (01:() unde

0 ] el
1

f()=n) - 0= Eq>(0); =0
o) 5 A>p

Pentru simplificarea scrierii functiile @ € (F¢ (Fr) inmultite cu funcfia uni-
tate le vom nota tot cu @ € O¢ (Or).
Fie O¢ (Og) si @ — spatiul liniar a functiilor complexe de variabila com-
plexa. Definim o aplicatie
i £L:0¢c(Or) —~ €
prin
Lf=F e @, oricare ar fi f € O¢

00
F (p)—= ﬂo f(f)ertdt, peC (1)
Aplicatia £ astfel definiti se numeste fransformarea Laplace, iar imaginea F

a functiei original f prin aplicatia £ se numeste imaginea dupd Laplace a func-
lieie f sau [ransformata Laplace, a functiei f.

Teorema 3. Dacd F (p)=(Lf) (p), f€O0¢(Or) si s, este indicele de
crestere al functiei original f, atunci F (p) este determinatid in semiplanul
Re p>s,, esle olomorfa in acest semiplan si derivata sa este datd de

00 .
F' (p)— So —LE(l) et d (2)

(se obline derivind sub semnul integralei).
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Vom demonstra ci integralele din formulele (1) si (2) sint absolut conver-
gente in semiplanul Rep=s>s,.

Fie M>0: |f(f)| <M esd
SA [f(f)e2t|dl< ﬁA E@) |e2tdt M SA e=(s=50) 1] —
0 = 0

— M [1 —e—(s—Sy) A] ;

s—3,

unde
| e=Pt | —e~Re pl_g-si,
Trecind la limita pentru A—-+ oo, obfinem pentru s>s,

M

e

S:’ LB (1) et df <

deci integrala So f (f)e=®! dl este absolut convergenta.

Daci f € O¢ cu indicele de crestere s,
atunci g definitd prin g (z2)= —1f (f) este o
functie original cu indicele de crestere
so+a, unde a>0 arbitrat de mic. Intr-ade-

var, pornind de la dezvoltarea in serie a

functiei h, h (f)=e*, 0 >0 e*—= 1+—t+

2
Ao 211-t2+ ..., deducem pentru ¢ >0,

< 1—!-e°“, deci functia identicad id (f)=f
= A

BOAMVEAEA \ T\ A\

AN

v

gsie e firtinnt
este o functie original cu M = — , indicele

a

de crestere s,=a.

Rezultd atunci ci si"integrala din (2) este absolut’ convergentd in semi-
planul s>s,4-0>s,.

Sa demonstrém ca funcfia F (p) este olomorfd in semiplanul s>s,. Fie C
un cerc cu centrul in p si continut in semiplanul s>s;, si z un punct din inte-

riorul cercului. F (z)—F (p)=S0 f(f) (e-#*—e~P%) df. Dezvoltim functia @ (z)=e"%
dupi formula Taylor in punctul z=p. Obtinem :

= Z"—P : 9 f (P(E) dE
Vel G- b e (PeFEePIoes c@ PPE—z—(z—p)]
‘deci
e~®—e P =—fe~? (z—p)+(z—p)* R (2, p, 1)
unde

Lering dyeihy s de
Z, 3 e J
p 2mi% E—p) [E—z—(z—p)]
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Obtinem astfel

F ()=F(p) o Sm [—1E(0)] -e~?* di4-(z—p)+ SOOR (z p, ) £(1) dt
0

<=1 0
1 e8| +|d e—si
'R(Z,P,t)l—g‘; |2 | | dE | <
20 ¢ |E—pPlE—p—(z—p)| o (p—1)
unde
p=|E—p|, r=|z—p]|, iar s;=min (Ref)
tec
Astfel
(o] 0 1
S Rz p, O f(D)dt| < ___1‘4__5 S O VR L
0 p(P—r) 0 p(P*—T) 51—'30

deoarece s;>s,,.
Rezulta deci

- (o)
iR S [ —ff (f)] ~e? dl
-p Z—D 0
ceea ce trebuia demonstrat.
Proprietate. Transformarea Laplace £ este liniard. Aceastd proprietate
rezulti imediat din proprietatea de liniaritate a integralei prin care se defi-
neste aceastd transformare.

Exemple : 1. Si determinim 2. Indicele de crestere s, a functiei uni-
tate este s,=0, deci £n este definitid in semiplanul s>0.

= = IR S
(€n) (p)= S:’fl () e #tdi= So g =Pl —
p P
e~¥—g RePg=% i penfEn >0, lim e ¥=0
i>+o0

2. Fie
f()=eM, A=A +iks, | M | —eMt
de unde rezulti ci indicele de crestere al functiei eM este s,=0 pentru A;<0
si s,=A; pentru A\;>0
o0

(L1) (p)= S sueitptin -] - sh i Bt b
- p—h °©  p—A
[e=(P=M1| —e~(—M) si lim e—(~M) I—=p pentru s>s,>M.

3. Pe baza liniaritatii transformirii £, se deduc imaginile Laplace a func-
tiilor gy, g, f;, f3 : R — R, g; ()=sin of, g, ({)=cos ot, f; ()=sh ot

fs (f)=ch o,

si anume
Lg T : Lo, waed
(£8v (p) R (L) (p PP F
P : =
(L1h) (p) = o (L1I2) (p) = ey
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Teorema 4. (Teorema asemdndrii).
Fie f € O¢ (Or), functia ¢ definitad prin ¢ (/)=f (M), A € R*, este o func-
tie original (@ € O¢ (Onr)). Dacd F (p)=(£f) (p), f € O¢ (Or) atunci

Lo(P
(L =—F| -] 4.3
® 0= F (7] (13)
) 1 ¢® - g‘c
Demonstrafie. In adevar (L¢) (p)= So f (M) e Pt dt= & So f(r)e * dv=

= —;TF (%), unde am ficut schimbarea de variabilda M=~.

Teorema 5. (Teorema fintirzierii). Fie f € O¢ (Og) atunci funclia @, ¢ ()=
=f (t—7) € O¢ (On), @ (£)=0 pentru orice <}, iar

(L) (p)=e~P"(Lf) (p). .4

{ee} o]
Demonstrafie. In adevir (Lg) (p) = SO f(t—r)e?di= S fi(t — z)e PhdL.
T
Ficind schimbarea de variabila {—7=0, oblinem

| t—mer dat= S:’f (6) e (0 10 — ¢ 7 ﬁ: £ (0) e~?0 d0 =

=e~?77 (L) (p).

Exemplu. Fie functia §, definita prin

0 1<<0
711— O0<t<h
8, () = 0 t>h-
—1 1=0, h
2h

Functia 0, (f) o putem scrie sub forma

8 (1) = }Tm (O (I—1)).

Functia 8, (/) are proprietatea :

Sm Su () dl :S

Ui,

gy
o h
Imaginea Laplace a functiei §,, este

(£83) (D) =F» (p) = —— (1 — 9,
hep

Se observa ca nu exista limita

lim &, (1)
h-0

dar exista limita din familia imagine si anume avem :

lim F, (p)=1.
h-0
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Fizicianul Dirac cautind sa giseasca functia 0 pentru care sa aibd loc
(£6) (p)==lim F, (p)=1 a dat o definifie pentru aceastd functie §, definitie
h-0

ce nu se incadreaza in teoria functiilor reale, si anume :
00
6(t)={0 o S S(f)dt=1
oo —c0

Evident nu avem definitid astfel o functie, dar obiectul astfel definit a fost
utilizat cu mult succes in fizica teoretica.

Aparitia teoriei distributiilor permite ca in mod corect sa fie definit obiec-
tul 0, ca fiind o distributie numita distridulia lui Dirac, ce se obtine ca derivata
distribuliei Heaviside (adici derivata in sensul distributiilor a functiei lui
Heaviside).

Teorema 6. (Teorema deplasdrii). Fie f e O¢(Og) cu indicele de cres-
tere so, (L) (p)=F (p) si ¢ €C un numir complex. Functia @, @ ()=e™f (1)
este o funcfie original cu indicele de crestere

sot+Req, si (Le)(p)=F (p—q). ©)

In adevir
(L) (p) = § [ (t)yentertat = {1 (1) =)t di=F (p—).

Functia F (p—q) este deci olomorfa in semiplanul Rep>s,+Req.

Aplieatii. Si determinim imaginile Laplace ale functiilor g, (f)=e> sin w!,
g2 (f)=eM cos ol f; ({)=sh wt-eM; f, ({)=eM ch ! aplicind teorema deplasirii.
Avem :

P MG SN B poad s
g oo ail@ustlo o Brfadus o
(1)) (p) (p—Ap—a? (-£f2) (p) (P—AP—a?

Teorema 7. (Derivarea originalului). Fie f € O¢(Og) si (£f) (p) =F (p).
Presupunem in continuare ci functia f si derivatele sale pina la ordinul care
ne va fi necesar sint functii original. Imaginea prin transformarea Laplace
a functiei f' este data de

(Lt’) (p)=pF (p)—f (0) (6)
iar imaginea Laplace a functiei f este dati de
(£ (p)=p"F (p)=[p" M @) +p" 21" (0)+.. . +1 " 1(0)] (4.7)

f ®(OF=HnRE & (T h—1, 2., n—1.
-0

unde

Demonstralie.

CAED ip)i= S;o {' (hesZdi—e 21 () ‘0 +p S:O f(l) e ?'dt= —[ (0)+pF (p) deoa-
rece lim e=2¢f (()—0 l

t-0
| £(8) e~ | =140 he Bo? <M e -5 angs<s,
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Din relalia

(LE) ()=pF (p)—1 (0),

inlocuind f" succesiv cu ", ..., (™ obtinem

LD =p LD P[0
(LY () =p(LE) ()1 (0)
L) () =p (L) (p)~1" (0)
(LIM) () =p (LD (p)—f D (0)

de unde

(L 1™) (p)=p"F (p)—[p" £ (0)+... -+ "D (0)]

Teorema 8. (Derivarea imaginii). Daci F este hmaginea Iui feOg
(Or) atunci

F® (5)= (=1 (LD:(p)

Demonsirafie. Am vazut ca imaginile F a funcliei f e Og (Oy) este o
functie olomorfa in semiplanul Rep>s,, s, fiind indicele de crestere al func-
tiei f, si

F' (p)= §:° —tf (1) e~? L. ®)

Functia @, ¢ (f)=t este o functie original cu indicele de crestere a>0 arbitrar
de mic, ceea ce rezulti imediat din dezvoltarea in serie a funciiei h, h ({)=e*
cu a>0 arbitrar de mic

n
i
!

nl

ert—14 -]“—!t+...+

de unde pentru (>0, "< —I}—”—I ext,
a

Funclia ¢-f este deci si ea o funclie original cu indicele de crestere
a-+-s,. Aplicind formula de derivare a imaginii, din aproape in aprope ob{inem

F™ (p)=(—1)" (£ (p) ©)

Aplieatii. Aplicind aceastd teoremd obtinem imaginile L.aplace a urma-

t”
toarelor functii f;, fa, f5, f; (H=teM, [, (="M, {3 ()= 5
n
L) (p) = — e 1 (B0 h il (ER)()
)) = —— ’ R — ¢ =
A ey % 5 (p—M+ ’ e
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Respectiv pentru functiile g;, i=1, 2, 3, 4, 5, 6,
g; ()=t sin of, g, (f)=1 cos wl, gz ({)=I sh wl, g4 ()=t ch wl

gs (t)—_—le“ sin ol ; gg ({)=1 e* cos wl

pw = P —?
( ol) (P) 2+ 2)2 ( gZ) (p) ( 2+ 2)2
Pravmans. L r, wichan s x5 e
(-£8s) (p) (P—a) (£8d) (P)= (P— )
2 (p—N)o (p—A)P—
Lg =20 Lis3 0 b s eames =
( 5) (p) [(p~}v)2+m2]2 gﬁ) (p) [(p_x)‘. + 0)2]2

Teorema 9. (Infegrarea originalului). Fie fe O¢ (Or) cu s, indice de
crestere si F imaginea Laplace. Functia g ()= S:f {t) dv este tot o functie
original.

Demonstrafie. Primele doud conditii din deflinitia funcfiei orlﬁmal sint
evident verificate.

Din |g ()| = Isof(r) dr

M
< S | £ (%) ldT<M~S estde = (et — 1) <
0 0 _ 5 2
M
< ——esof rezultd cd si a treia conditie este satlsfacuta, indicele de crestere al
So
functiei g fiind egal cu s, indicele de crestere al functiei f.

Teorema 10. Imaginea prin transformarea Laplace a funcliei g este
datd de relatia

e
2g) (p)= 2L (10)
p
Demonsirafie. Aplicim teorema de derivare a originalului functiei g,
observind ca g’ ()=f (), iar g (0)=0, Fie G (p)=(£g) (p), avem

F (p)=(£I) (p)=(£Lg") (p)=pG (p),
de unde

1
G (p)=(Lg) (p)= g% E(p)-

Fie f € Oc (Ogr) cu indicele de crestere s, si (Lf) (p)=F (p). Presupunem

{e-}
ca S' I (¢q) dq este convergentd. $tim ca funciia F este olomorfd in semiplanul
Rep>s,, admite deci o primitivi @ in acest semiplan

Py
§ F@di=0 Go—0 ®
oricare ar fi p, p; cu Rep>s,. Re p;>s,. Daci primitiva ¢ are in punctul de la

oo un punct ordinar, convergenta integralei de mai sus este asiguratd si in
aceastd ipotezd obtinem

G0 =§ F@d=0 ()~ @
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Teorema 11. (Infegrarea imaginii). Functia G este imaginea prin trans-

t '
formata Laplace a functiei ¢, @ ()= lt)- adici

(v o]
§, F @ dg=(Lo) (p). (1n
Demonstralie. Observam ca G’ (p)=—@’ (p)=—F (p), iar dacd notim cu
g € O¢ (Og) functia pentru care (£g) (p)=G (p), oblinem
2 —1Ig ()= %D
deci g ()= +t>

Aplicafii. Aplicind teorema de integrare a imaginii deducem imaginile
urmatoarelor funectii,

b)) = S“‘t“” patgitysetit
S O q|®x p
PF A S —— —dg=aretg~-| — —arctg—
(<L) (p) e q rSha g
[ee] 1 : & -1
(.sz)(P)=S = d(1=—1nq m=—1—1np =,
p F—w? 2 q+o 2 .p+o

Teorema 12. (Produsul a doud imagini). Fie f, g € O¢ (Or) cu (L£f) (p) =
=F (p), (£g) (p)=G (p). Produsul celor doud functii imagine H, H (p)=
=F (p) +G (p) este tot o funclie imagine si anume

F (p)+ G (p)=(L9) (p)

unde
t
o=\ t(mg(—7ds

Se noteaza
4
(fg) ()=§ () g (—)ds

si se numeste produsul de convolutie a functiilor f si g.
Demonstratie. Avem

F (p)= S: £(t) e dt

deci
e o]
F(p)-G ()= ()G (p)ds (12)
Dupé teorema intirzierii, cu
g1 (=g ({—7)
avem

e 7 G (p)=(Lg)) ()=, g (1—7) e &l
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deci
F (p)—G (p)= S: [f (<) - S: g (t—7) e~?di] d7 = S: e=?td} S: £ (1) g ({—7) dr

unde am schimbat ordinea de integrare, ceea ce este posibil f si g fiind funciii
original. Tinind cont c¢d g ({—7)=0 pentru {—7<0, deci pentru t>>{, oblinem
{ee)

F(p)G ()=, (5, £() g~ dr | dt=(Le) (p).

Consecinld. Fie functia original

0

i
o0)={, tMg-7dx

Prin derivare obf{inem

¥ =1 (g O+ | 1) g (- ds
si aplicind teorema de derivare a originalului, cum ¢ (0)=0, obtinem
P F (p)+G (p)=(L ¢) (p) (13)
unde @' este data mai sus. Formula (13) este numitd formula lui Duhamel,

Teorema 13. (Produsul a doud originale). Fie f, g € O¢ (Og) cu indici.
de crestere s; respectiv s;, (f:g) € O¢(Or) si are indicele de crestere s;-s,i
Imaginea prin transformarea Laplace a functiei (f-g) este datd de formula

1 a+ico »
@E) D=5z F@Co—0dr a>n (14)

Demonstratia acestei teoreme o vom face pulin mai tirziu dupd definirea
transformarii inverse.

§ 2. INVERSA TRANSFORMARII LAPLACE. FORMULA LUI
MELLIN-FOURIER

Fie f € O¢ (Og) cu indicele de crestere s, si (Lf) (p)=F (p).
Teorema 13. In punctele de continuitate ale functiei f avem
a+ico

1
a= t
Tl =—or Sa_in(p) Eagpmoy 3k (15)

iar in punctele de discontinuitate

f(—0)+f(+0) 1 S"”“’
2 2

F (p)e?dp, a>s,
a—ico

Demonsirafie. Fie functia @,

9 ()= 5 ¢ ({ (1—0)+1 (140)).

In punclele de continuitate ale functiei { avem @ (f)=e % f ().
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Pe orice interval marginit funclia ¢ nu poale avea decit puncte de discon-
tinuitate de prima spe{d in numar finit (punctele in care f este discontinui).

Functia ¢ indeplineste urmatoarele conditii :

1. este derivabila pe portiuni

2. in fiecare punct de discontinuitate ,t* avem

@ ()= 5@ (—0)-+0 (1+0)).

3. este absolut integrabild pe intervalul (— oo, + ).

Primele doud proprletatl sint evidenle. @ (/)=0 pentru /<0, deoarece
f € O¢ (Og), deci vom arata cd @ e absolut integrabila pe (0, - c0). Pe (0, o)
in punctele de continuitate ale lui @, avem

| @ (f) |=e~“|E (0) | < M et
pentru a>s ;

0
§ M e-estar
0

este convergentd, deci @ e absolut integrabila pe (0, o).
Pe baza celor trei proprieti{i de mai sus, functia ¢ se poate reprezenta
printr-o integrald Fourier si avem

21[ S 0 So e

De aici ob{inem

a j= Q5D i o=
et ()= —\ e@otdg\ 1 (7)e-@Hor gz,
27 o 0

Ficind schimbarea de variabild a+i —p, obtinem

1 a+100 00 1
e i ~ -pT ——eat ST =
o Sa_im ePtdp So fiz)eRtods €= @ ()) 5 [f (1—0)+I (14-0)]

deci

a-+ico
[f (t—0)+f (t40)]= % Sa_iw F (p) ePt dp.

m‘

Vom da in continuare o teoreméa fara demonstratie.

Teorema 14 Dacad functia F e @, indeplineste urmitoarele conditii:

1. este olomorfd in semiplanul s>s,, unde p=s-io,

2. F (p) tinde uniform.cétre zero in raport cu argp cind | p | - oo pentrn
orice s> a>sp

3. integrala

a+ico
S _F(p)dp
a-—1ico
este absolut convergentd, atunci funcfia f definitd prin
1 a+ioo
£i(f)= —S F (p)e?dp
—io

este o funclie original si (Lf) (p)=TF (p).
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Cu ajutorul formulei (15) vom putea demonstra teorema cu privire la pro-
dusul a doua originale.
Fie f € O¢ (On) si (£f) (p)=F (p), conform formulei (15) avem

1 a+ico
f(t):mg F(g)etdg, a>s,

a-1om
s; fiind indicele de crestere al lui f (7).
Inmultind cu g (f) si aplicind teorema deplasirii obtinem

1 a+ico 1 a-+i
(0g0- 55 F@eg0da=5=§ F@L16r—g -

SR Sﬁm ()( : SHMG(pw)e”dp)dq b>s;+ Re ()
2ﬂi a—io 2:’-“ b—ioe ¢ y q
sau
e s ( : )2 Sa-ﬂmdq SWF (9) G (p—g) e dp
2mi a—ico b—ico -

Se arata cd se poate schimba ordinea de integrare, de unde rezultid for-
mula (14).

Observalie. Conditia b>s,--Req se poate inlocui cu b>s,-}s; iar imaginea
produsului f (f) g (f) va putea fi determinatad in semiplanul Rep>s;-s,.

Teoreme de dezvoltare. Fie f € O¢ (Or) si (£f) (p)=F (p) imaginea prin
transformarea Laplace. Pentru a determina functia original f cind se cunoaste
meaginea sa folosim doud teoreme numite teoreme de dezvoltare.

Q ()
a0 atea 2 notb) A =
numitorului fiind cu doud unitidti mai mare decit gradul numiratorului iar
numitornl R (p) are radécinile simple py, ps, ..., p,, atunci fnuctia original f
a carei imagine Laplace este F, este

- Q([}
[= X frpge (16)

Demonstrafie. Demonstrafia rezultda imediat, functia F in conditiile enun-
tate descompunindu-se sub forma

este o fractie rationald, gradul

Teorema 15. Dacia F (p) =

n

5 ay
F = 5
(P) l\gl P—DP:

Fie 9, un cerc cu centrul in p, siraza suficient de mica incit in interiorul
siu sd nu existe alt pol diferit de p,. Avem atunci

n
¢ 4 o (lp dP .
o F dp= Y a, O == IV'S =27l * a,.
SE (p)dp L P—Pk ¥ vp P—Pa ?

Conform teoremei reziduurilor avem

Q (pa)
R’ (ps)

J

ﬂg‘v F (p) dp=2nirez F (p;)=2ni-
b,

12 — Matematici speciale
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de unde rezulta ea

Q (pa)

B= 77
< R’ (pa)

deci :

: o Q(py) 1
F ()= % bl ;
(l ) Agl_ R’ (I»’f{) TRk ¢

Astfel avem founula (10)

Q(p)
R (p)
gradul numiritorului cu doud uniti{i mai mic decit gradul “numitorului iar
ecuatia R (p)=0 are radacinile maultiple p; de ordin de multlplwltate Ky, atunci
functia original f pentru care (L£f) (p)=F (p) este datd de

este o fraclie ralionald cu

Consecin{d. In cazul in care F(p)—

. 1 a-t-ico “ g :
()= g Sau’_wF (e2 dp= ; rez. G (py)
unde
2 G ()= [(p*Pk)M" - F (p) €] p=pj (Ma—1)
(x ) l : ’k : 3

iar a> (ma\ (Re pk) si a>0.

I<01mula de mai sus se obtlne apllclnd Leowma reziduurilor mfunctlu
G (p)=F (p) e p( curba inchisi ABI B din’ flgula 5.2 trecind la lifita
pentru R — -+ oo si {inind cont de formila lui
Yh Mellin-Fourier. 7.2 '
Teorema 16. Daca IFe @ este o _funcgie
: “olomorfa in afara unui_cerc cu centrul in_ori-
A (a+.R) gine si razd 'R a. cirel dezvoltare in_serie I au-
rent pe acest domeniu esle dé forma

? ; A . L 7
P I _}.:1 I)]: (1/)
o] e x i 3l ol
atunci seria
S @ k-1
Xt L

B(a-tR)

2 J - este absolut si uniform convergentd si suma
e sa este o funclie original f cu (£f) (p) =F (p)-

Demonsiralie. Pe baza inegalitatilor lui (auchy (facute la capll()lul de
functii complexe) avem

S
| Bl oS rton
ol el (RO
de unde |a;| <! sadedi T ;'])l R AL 1)1
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Termenul general al seriei considerale este in modul mai mic decit termenul
general al seriei

°9‘ k
MR-eR=MR ¥, 23l >0

= Rl

care se stie cii esle absolut si uniform convergenti pe inlervalul [0, 4] cu A
arbitrar de mare. Rezulta deci ca si seria (18) este absolul si uniform convergenti
pe acelasi interval si suma sa notatd cu I ({) are proprietatea ca

i) | <MRelt; >0

ceea ce aratd ca f e Og (Un)
Inmultind seria (18) cu e™”' si integrind-o termen cu termen pe (0, oo)
conform expresiei (17) obtinem, ca (£f) (p)=F (p).

Aplieatii. 1. Fie F(p)=We p. Stim cid funclia dald se dezvolti

in serie Laurent in jurul originii ( | p | >r>0) si ¢ seria Laurent are forma

: 0 WA
I‘ (p)f‘ Z / |I}:l|h11 *

Functia I satisface deci conditiile teoremei doi si deci originalul siu este
functia f cu

)=ay ' [
tilh)= I;:]O(—m EL(ntk) 1

B,

(*2—) Z =gt ST —.2—} Ja(%)

P
Notind 1= (3) obtinem

deci :

sbil
P
prl <

f ()= V" J, 2V1) si (Lf) (p)=—

unde J, este functia Bessel de speta intii si de ordinul ,n*.
2. Fie expresia functiei Bessel J, (/) sub forma

1 25
Ja ()= oy SU el (tsin=nb) 4p

fee] [es) 25
(£J.) (p)= S Jo (e~ 24 — —I—S (e"“ S e 9—“0)d8) di=
0 2m Jo

0

(0]

2
oid (i_ S (e~i nOS e(i sin 0=p)i (]/) a0
2n 0 0

Cum Rep >5,>0

elisin0—pyt 1@ 1

(&8
S elisinB—p)t ity = =g =
0 isin®@—p |y p—isin 0
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Avem
1 % eing 15 z*
c[),Jn = i S —————— = —— ————
( ) (p) 21 Jy p——l +sin 0 i qu “}Du 1=1 22+2p2——1 a4

unde am ficut schimbarea de variabild e =z Aplicind teorema reziduurilor

ultimei integrale rezulta
C(pr VP 1
Py T8 +Tv{’_f* ats e ———, n>0.
VP Vo1 (o VPP 1)

Pentru n=0 avem

(L],) (p)= 7131—?7

SR =0, SV e Ui TL e e 1

In integrala
I'(v1)= S 2v-e~*dz, Rev>—1

ficind schimbarea de variabild x=pt, obfinem
T (v+1) e

--—;;T = So t‘_’e Pt dl:(.gfv) (p)

Pentru Rev>0, fy este o functie original si

) ()= T5EL unde =t

Pentru v=— —, avem
2
1
Freehn
FSa ; It
P

Lf TR S
( %)(p Vr

unde I' este functia gamma a lui Euler.

§.3. APLICATII MATEMATICE ALE CALCULULUI OPERATIONAL
a) Integrarea ecualiilor diferenliale liniare cu coeficienli constanii

Avind ecuatia
n
g™ M)+ X @y (=1 ()

unde a; sint constanti si f un original, aplicim operatorul lui Laplace pentru

a afla solutia care verifici conditiile initiale :
3y (0)(!!—1):(17“1

g (0)=0c,; ¥ (0)=0y3 ¥ (0)=0z;...
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si vom avea
Ly If:,l a, s LR =10f
Notind, ca de obicei :
' (p)=(L) (p) 51 Y (p)=(Ly) (P)
si folosind teorema derivarii originalului, obfinem :
P"Y (p)—(@ep" M ep" L a0 )=ap" Y (p)—

_.,(11 (aol"u_z“"r“117”~3+ e "}‘an#}p'{"au—‘l) "{"

+d,1pY (p)—dp 30,

+a,Y (p)=TL (p)
care se poate scrie sub forma

¢ (p) Y (p)=F (p)+G (p)
numiti ecuatia operationald atasatid ecuaftiei date, unde:
¢ (p)=p"+ap" ...+ a,_1p+an
este polinomul caracteristic alagat ecualiei diferentiale, iar:
G (p)=0,Pg (P)+ 1Py (P)+ - - - + 1Pz (P)

unde ¢, sint polinoame ce se deduc recursiv unul din altul prin relatia :

9P -9: 0, . S e ¢ (-9 O
S P dar ¢y (p)= ——

Preyt ([)): P p

adica fiecare polinom ¢, (p) se va obtine din procedeul prin indepértarea ter-
menului liber al acestuia si apoi prin impdértire cu variabila p.
Rezolvind ecuatia operatoriala, gisim :

F (G ()
¢ (P)

iar pentru a gasi solutia cautata ne vom intoarce in spafiul originalelor, unde
o vom gési prin aplicarea operatorului invers imaginii sale Y (p), adicé :

Y ()=

F4-G
s -2 (ELE ]
P
Observam ca-daca, valorile constantelor g, @y, ... , @, de la conditiile ini-
tiale sint lasate arbitrare si independente intre ele, atunci y ({) gasit mai sus
va reprezenta solutia generald a ecuatiei date.
Ezxemplu : Pentru ecuatia :

re 2 1
B4y (h=cos’t, cu: @.=1; Gy § g



avem
: 1345 Lp
F(p)= 7(* 3 ‘*2’“{7) e ()=p"tp;
4

P (P)=P*+1; @ (p)=p; ©Q2(p)=1

deci
ik 1
r(p)=1(P*+1)+ = 3 p—1¢l=p*— 5 p

iar ecuatia operatoriala :

= e 1 p -
Yl P S e e e & 00 B SR o LR
(p"+-p) Y (p) 2p f 2% ;_4) o g i P
(lL ung !C
: 1 1 P | 1
}/ D): P 7 B 9 . B | < 3 2
V=550 T IEF D@D | P T 30D

si luind operatorul invers gasim :

ra=
y-(t)= —2— [+cos t— — sin 21.
b) Inlegrarea sistemelor de ecualii diferenfiale liniare cu coeficienfi constanli
Avind sistcmul ]

§ @D 000 © e Py @ by U 0 +
j=1

+a; DY )=f; () ; =11

si condifiile :
y‘j"" O=ax; =1 f7 k=1Fmax n;,
J=fix

aplicind operatorul lui Laplace si observind ca [iecare ecuatie este scrisd gru-

pind in cite o parantezid toli termenii care conlin aceeasi necunoscutd y; vom
putea serie sistemul operatorial atasal aceslui sistem diferential sub forma:

Y @i (p) Y, (D)=Fi(p)+ Y, Gi; (p) 5 i= T

i=1 =1

unde @;; sint polinoame caracteristice atasate fiecarei combinaltii din pamntwele
amintite mai sus, iar Gy se deduc din acestea prin acelasi ploccdeu ca si mai
sus in cazul unei singure ecuatii diferentiale.

Rezolvind sistemul operatorial, prin regula lui Cramer, sau prin alte metode,
gasim imaginile functiilor necunoscute y; ce alcituiesc solutia cautatd, adica :

Yi (])):HJ (P)’ deci Uy (l):(cg‘_l I{J) (t) 5 1:1, p
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Exemplu : Pentru sistemul : ,
@ () (D2 O)+@" O+2y (O+y {)=1
et : cu s —0= 2 (0)—2
(@ (O)-+2x (O)+2y" ()-+2y (H)=2
] sy (0= ; y (0)=—2.

avem
o = 2 1
G (P)=p*+p+1; P12 (P)=p*+2p+1; EFi(p)= 7
9
Pz (p)=p*+2p P2z (P) (P)=2p+2; oo Fe(p)= “:; 5
. : s
iar :

G (p)=2'(0) (p+1+2" (0)-1=2; G (p)=y ) (p-+2)+y (0)-1=p
G (P)=x (0) (p+2)+2'(0)-1=2; Goo=y (0)-2-+y’ (0)-0=2

Sistemul operatorial atasat va fi deci :

] P L e TR s 0
2
£)
l (P*42p) X (D)4 (2p+2) Y (p)= = +2p+2,
- Lk - % S P’u

care rezolvat ne da

= 1 =1
X(p)= —pr—+ _7£L_—_
R o L= an -2
- 1 1
s Y i) o ol 2

PR pPE2p 42 ¢
si aplicind operatorul invers, avem solulia :
& ({)==t--e~* sin {
y ()=—(+e3’ cost.
¢) Integrarea unor ecualii diferentiale cu coeficienti variabil:
Exemple. 1) Fie ecuatia
' (422" (H=1t—1 cu x (0)=0
Notam : y :
@z (=t-a” (), i ()=t
Avem :
Lo+ 2.L7" = Li— Ly,
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si cum dupé teorema derivérii originalului :

(L") (p)=p (L) (p) *x (0)=pX (p)

iar pentru Lg¢, aplicim intii teorema derivirii imaginii si apoi a derivirii
originalului :

(L9 (D= — —— La'=— X () =0+ p—2' (©)
p dp

adici :
(Ly2) (p)=—2pX (p)—p°X’ (p),

deoarece &’ (0)=-constant.
Ecuatia operationald va fi in acest caz §i ca o ecuatie diferenfiala, dar de
ordinul intii si in domeniul complex al variabilei p :

my |
PR g —
PP

care se mai scrie:

1

p’

‘, 1
Xidp)e=i wglsh
p

de unde:
1 1

ap® 2p®

X (p)=
si deci :

=== —;-t+c 8 ()

1
6
de unde se vede ci trebuie luat C=0, deoarece functia 8 a lui Dirac nu se anu-
leaza pentru {=0.

Ob{inem deci solutia :

1 1
T ()= % 2 — = ¢
2) Pentru secuatia:
ta” (42" () +x ()=0 cu: x(0)=q, si 2’ (0)=0ay,
ecuatia operatoriald atasatd va fi:
PPX’ (p)+(p—1) X (p)=0

care integratd ne da:

Tl
X ((p)=C—e"p
p
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unde C este o constantid arbitara, iar consultind o lista de imagini Laplace,
cdsim cd originalul ei este :

x (O)=CJ, (2
unde J, (7) este functia Bessel de ordinul v, si de prima spefa si, dupid cum se
stie verifica ecualia diferentiala de tip Bessel;
2" (7)1’ (v)+ (P —v?) x (7)=0

In cazul nostru v=0, iar problema pusd nu are solulie numai dacd se da
a' (0)=—uz,, adici «;=—0a,, deoarece se stie din teoria functiilor Bessel ca
Y 0)=—y", (0)=1, si atunci vom avea: (=, deci solulia va fi:

7 (0=agly 2V
3) Pentru ecuatia :
at! (Ot (O —2 (=03 cu:  x0)=0; 12/ (0)=1.
ecuatia operatoriala este :
pX' (p)—(p*—2) X (p)+1=0.

cu solutie generala

14+Ce
‘\( )w k‘”pg

din care originalul x va corespunde unei valori concrete a constantei C, pe
care 0 vom ciuta s-o determindm inainte de a lua operatorul invers, in speranta
simplificarii expresiei lui X (p).

Apelind la formula lui Mellin-Fourier :

1 a-+ico
T ()= — g X (p)eridp.

T Ja—ico

si cum x (0)=0 (valoare finita) va trebui ca integrala
a+iw :
S X (p) dp
a—ico

sa fie convergentd, deci va trebui si avem :

lim X (p)=0, (cu Jm (p) - o).

p-

ceea ce la noi nu se intimpla decit pentru C=0 adica :
X(p)=—

de unde rezulta solulia :
z (=t

d) Infegrarea unor ecuatii cu derivale parliale cu condifii inifiale §i condilfii
la limitd date
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Fie ecuatia liniara

- o~ u (a1} !

ou (0,6 L5/ *u (z, 1) W du (x, 1)
ox? ox oz ot

+e-u(x, )=q (z, 1)

unde a, b, ¢, d, e sint functii de x continue pe [0,1], ¢ € @, in raport cul.
Se cere solutia u (x, ) a ccuatiei; ae€[0, [],-£ € (0, co) care satisface conditiile
initiale.

0 :
l[(l ());—i(l) bt =8 it €10 U ian i
E $=() b
si conditiile la limita
0
e Shalit s B moest-bat)
ox ol =0 ,
: 3 : e (0, w)
EAMNE TR N e
ox al =t

A, B, C, D, E, F, sint constante f, g, h, k funclii date, h, k € Op. Notim

(Lh) (p)y=H (p) ; (ﬂl«) (P) =K (p)
si
(«QCP) (P)= (2. p)- .

g i lpOtCLa ci solulia u @) ecuatm “derivatele sale partiale ‘de ordmnl
intii si doi sint functii oumnal m rapmt cu & putem apllca operatorul-tui

(9' du. 6211 ou ,
al’ i Lpefs el u i (ni—@ (2, p)
( ; du or* ot ) P)=®(

du Ju X | ] i

Al buipe U@ u) (p)=M (p)

( ()l dl E r={()
: ) (19)
((42 ST e I'J.’u) (=K (p)
oz ol w=l

Tinind cont de expresia imaginii Laplace a uuei funetii original i de deri-
varea sub semnul integralei avem:

@
(Lu) (p)= S i (z 1) e=24di= \1 P
0 ™

u du v 7P
el = —— e~ Pl =i, p
(,,[2 ox ) ) SO o Ok ox o

(7"11 Fut. . 0*U
= e o)
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Pe baza teoremei de derivare a originalului avem:

(ﬁ%)(p) —pU(, p)— @)

(£ ‘Z?l ) (p)=p?U (x, p)— (P ()% ¢ (@)
Cu acestea ecuatia (17)-(10\'i110

*+dpte) U (x, p)=

L
a —(?«j- (x, p)-b
ar:

=Di(tp) --i;(cl)+'(l) f (.1'}+cg () (20)

iar conditiile la limita

[A g -{—(Bpf{—c)U]
ox

=M (p)- Bf (0)

=10
' (21)

: [ D %Lw L2 (]Jpﬂ{_[“)nJ SK (py+Ef ()"

=1

Ecuatia (‘)0) este o ecuahe diferentiald liniard de ordinul doi, eu coeficienli
funcl,n de T si paramctlul p, a C(ll“(‘l lntew are estc m general o pmbmma nmx

(20) care verifici condltulc (>1) Solulm plobl( mei nulmle va 11 orig mﬂlul func-
tiei U adica :

& bbirprangdb {2 l)f((,Q“1 U) 1‘-(~l)

e) Rezolvarea unor ecualii mlcqrale sz a unor ccuatu lnteqlr) dzfercnilale

1) Insasi formula de definitie a imaginii si formula lui Mellin- Fourier, consti-
tuie cele mai simple ecuatii integrale, atunc1 cind se cere functia de sub integrala
ca fiind presupusd necunoscuti si cealalti. cunoscutd si solutia unciae data de
formula cealalta, adicd, daca :

| (- i el
L) e P - 1F (p) — canoscuticF (1)~ w*——'s S R elbdp”

_/T[[ a—1i oo

si reciproc, valoarea lui F (p) din ecualia a doua esle datd de prima relalie.
2) Pentru ecuatie integrali de forma :

[ ‘
Ay () H;S g (I—7) g (v) dv=—I ()
“0

unde : A, B sint constante iar g si [ functii cunoscute presupuse originale,
avem, dupa aplicarea operatorului £ si a teoremei referitoare la produsul a
doua imagini:

AY (p)+BY (p)G (p)=F (p)

deci :

£y 'z”—l —-——-—F
§ ()= LY) () =2 (A+BG)<1).
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Exemplu : Solutia ecuatiei:
t
] (1)--2S y ({—=) sin 07 dv=ua cos of,
3 :

se obtine gasind intii imaginea Y a solutiei din ecuatia operatoriala :

2wm* »
1 — — | Y (p)=a— )
( PP +o? ) " -+ o
adica :
Y. (D=a—tes
PP—®

de unde gasim :
y (I)=achw!

Observafie. Daci functia g o considerim necunoscuta si identicd cu necu-
noscuta y a ecuatiei, ajungem la o ecuatie integrald de forma :

t

Ayw+BS-y@NMb¢MkuU0t

0
cu ecuatia operatoriala :
BY?(p)+AY (p)—F (p)=0

care are in gemeral dou# solutii, cirora le corespund doud originale yy (f) si
va (), ca solutii ale ecuatiei integrale de mai sus.

*3) Ecuatia:
t
y () + S T LTy dr=E; ) cu y(0)= 1
0

este integro-diferentiald, deoarece necunoscuta y (f) figureaza atit sub semnul
derivirii cit si sub integrala.
Dupd aplicarea operatorului £, avem :

2

b 3
PY (p) +1+;5 Y (p)=—;

de unde:

Yi(p)— 1—p® e 1—p
. 14p? 1—=p+p® -

care se mai scrie:
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de unde:
y(O=(L7Y) ()
si tinind seama de teorema deplasarii, avem :
Lea- 4438 foa o=t
Yy ()= | —= sin = G A 2
y(®) (\/5 5 cos—5= e

care se poate verifica direct prin calcul cii satisface ecuatia datii si se observa
direct ca satisface si condifia initialda impusa.
Remarcam ca metoda operatlonala se poate aphca si unor ecuatii cu deri-

7) Calculul unor mtegmle improprii

Cunoscind imaginea I' a unui original f, atunci pentru aceastase pot calcula,
in unele cazuri, mai usor integralele (presupuse convergente).

Wﬂt_) di
i

0

as} 0
I,= S f@dt; I,= S Is— S 1*f (¢) di ; neN,
0 0

presupunind cd domeniul de olomortie al functiei F poate fi prelungit cu un
domeniu simplu conex care si contind originea p=0.
Atunci, in teorema integrarii imaginii :

@ @
S f-m(t)e‘f” di=s S F (2) dz
o # 0
putem face p=0 si obtinem :
i (1 2
IZ:S 3 /_-S F (z) dz
g 0
Daci teorema de mai sus o aplicam functiei F **D | avem :
AL @ vxf(l) g U o
S FD () dz “S (—1) ** "B (—1)7t S " () e ™ dl
0 : 0 L 0

si pentru p=0, deducem :

fas) (e @
1= e ar=( ~'>””S F (") () de==(—1) ** F® (3)
0

0 0

iar pentru n=0, gisim :

(o]
= (0)—lim F (2)

0 iz

Ii-a S [ (1) dl=—F (z
V]

Exemple :
== = a

@ p
Ile e % cos ol di=— T o
0 0 a+o*

(p—a)+o?
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0 s —ad o}
Iz: S -—-—“—*——Sl“ UIA* == —[i{‘ (]1 e S ( b < 9 + ub i)) d[‘) B
0 t sl PV

[ee]
= (arc tgﬂ—}—arc tg£~ z—J—T—~l——n—.=n; (a,:6>0).
| a b 0 2 2
5 ey jE0 =112
= (e e

b dp™ p+a i
N e T ;“&>O.

o anr] 3

i eotl@HON
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