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1. Metoda Gauss, cu pivotare partiala la fiecare etapa,
pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea problemei
Se considera sistemul liniar:
(1) A-x =t, unde: A € R™ — matricea sistemului (1),
t € R" — termenul liber al sistemului (1).
Ne propunem sd determindm, daca este posibil, x € R",
X — solutia unica a sistemului (1).

Prezentarea metodei

Matricea extinsa, care caracterizeaza sistemul (1), o
notam (A | t) si elementele ei le notdm a;j, 1 <1<n, I <j<ntl,
unde aini1 = ti, 1 <1< n. Metoda Gauss constd in prelucrarea
matricei (A |t) astfel incat, intr-un numar finit de etape (si
anume n-1), matricea A sa fie triangularizata superior, adica
sa obtinem matricea:

() (n) (n) (n) (n)

ap ap A1 01 A1 A1 04

(n) (n) (n) (n)

0 a, a5 1 arn A0l | ot
Q) | : : : : : :(A(n) t(n)),

(n) (n) (n)

0 0 anfl,nfl anfl,n anfl,n+1

(n) (n)

O 0 0 an,n an,n+1

0] )= < :
unde am notat (A| t) cu (A | t ): a; |, <i<n,1<j<ntl

Observatie. Matricea (2) caracterizeazd un sistem

echivalent cu sistemul (1) (deci cu aceeasi solutie).

Astfel, presupundnd a&) #0, 1 < k < n-1, unde
elementul aff;) se numeste pivot, pentru a obtine, In final,
matricea (2), se aplica formulele:



<
(3) al*V =10 , 1<j<k, j+l<i<n,

Componentele solutiei sistemului (1) se obtin direct, prin
substitutie inversa, pe baza formulelor:

X, =a, 1/31(1“11)9 dacéa](:]);to,

n n,n+

(4) <pentrui=n-1,n-2,...,1,

<[t St .

j=i+l

Daca (3)1 <k < n-1 astfel incat afj{) = 0, atunci pentru a
putea aplica formulele (3) se recomandd o procedura de
pivotare, de exemplu pivotarea partiala, care consta In:

- se cautd in coloana k a pivotului, acel element al)

ik
k <ix < n, care are proprietatea:

(5) al)].

In legiturd cu procedura de pivotare partiali se mai
impun urmatoarele observatii:

1) daca aff?k = 0, atunci sistemul (1) nu are solutie

ai(k)k‘ =max
k> k<i<n

unica;
2) daca aff?k # 0, si ix # k, atunci se permutd
(interschimba) liniile k si ix in matricea (A(k) | t(k)) dupa care se
continud cu aplicarea formulelor (3) si, in final, (4).

Aplicatii
1) Matricea extinsa asociata sistemului (1) este:
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Procedura de pivotare partiald conduce la urmdtoarele
permutari de linii:
- laetapa 1: linial <> linia 2;
- laetapa 2: linia2 <> linia 3;
- la etapa 3: nu se efectueaza permutari.
1

(\O]

Se obtine solutia:

-1
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2. Metoda Gauss, cu pivotare totala la fiecare etapa,
pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare
(cu evaluarea determinantului matricei date initial)

Prezentarea problemei
Se considera sistemul liniar:
(1) Ax =t, unde: A € R™ — matricea sistemului (1),
t € R" — termenul liber al sistemului (1).
Ne propunem sd determinam, daca este posibil, xeR",
X — solutia unica a sistemului (1).

Prezentarea metodei

Matricea extinsd, care caracterizeaza sistemul (1) o
notam (A | t) si elementele ei le notdm a;;, 1 <i<n, 1 <j<n+l,
unde ajni = ti, 1 <1< n. Metoda Gauss consta in prelucrarea
matricei (A |t) astfel incat, int-un numar finit de etape (si
anume n-1), matricea A sa fie triangularizata superior, adica
sa obtinem matricea:

) () (n) (n) (n)
a;; ap A An Al
(n) (n) (n) (n)
0 322 aZ,n—l aZ,n azanrl not
R R A e o = TR
(n) (n) (n)
0 0 an_l,n_l a'n—l,n an—l,n+1
(n) (n)
0 0 0 an,n an,n+1

0 (o) - -
unde amnotat(A| t) cu (A | t )= a; [, 1<i<n, 1<j<n+l.

Observatie.

Astfel, presupundnd af(];)

Matricea (2) caracterizeazd un
echivalent cu sistemul (1) (deci cu aceeasi solutie).

#0, 1 <k <n-1, unde elementul

sistem

a%‘() se numeste pivot, pentru a obtine, In final, matricea (2), se
aplica formulele:



<
(3) al*V =10 , 1<j<k, j+l<i<n,

a.(k)—ai-af(lj), k+1<i<n, k+1<j<n+1.
a

Componentele solutiei sistemului (1) se obtin direct, prin
substitutie inversd, pe baza formulelor:

x, =a® /alV dacéafl';);to,

n n,n+l1 nn °

(4) <pentrui=n-1,n-2,...,1,

Xi :(afﬁl{rl — Zafjn) XJJ/a( )
j=i+l

Observatie. Valoarea determinantului matricei sistemului
(1) este:

(5) det(A Hakk .

Daca (3)1 <k <n-1 astfel incat agf() = 0, atunci pentru a
putea aplica formulele (3) se recomanda o procedurd de
pivotare, de exemplu pivotarea totala, care consta in:

- se cauti acel element ai(f’)jk ,k <ip<n, k <j<ncare are

proprietatea
6) ‘ T Ji k<1<na$jk)‘.
k<j<n
Aplicatii
1. Matricea extinsa asociatd sistemului (1) este:
I 1T 3 -1 9
0 2 1 1 -2
1 01 -2 6
0 0 0 2 -2
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Procedura de pivotare totala, la fiecare etapa, conduce la
urmatoarele permutari de linii i/ sau coloane:

- la etapa 1: ‘coloana 1 <> coloana 3

- laetapa 2: linia2 <> linia 4,
‘coloana 2 <> coloana 4

- laetapa 3: linia3 <> linia4,
‘coloana 3 < coloana 4‘.

3

M

M

Se obtine solutia intermediara: 5 si apoi

1

(permutand in ordine: componenta 3 <> componenta 4,
componenta 2 <> componenta 4,
componenta 1 <> componenta 3),
1

. . -2 ) ) .
se obtine solutia: 5 | Valoarea determinantului matricei

-1

sistemului dat initial este: -6.
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3. Metoda Gauss, cu pivotare partiala la fiecare etapa,
pentru inversarea matricelor

Prezentarea problemei

Se considerd matricea A € R™", adica:
ap ap o ap
Ay Ayp Ay

A=| o " |, a5€ R
anl anZ o ann

- C . o o -1
Ne propunem sd determindm, daca este posibil, A
(inversa matricei A).

Prezentarea metodei
) o 1 dacd 1= )
Fie I:(Bij), 1<1,j<n, Sij :{0 dack i % i I - matricea
aca i# ]
unitate de ordin n; de asemenea consideram x®, 8%, 1 <k <n,
- coloanele matricei A™, respectiv ale lui 1.

Atunci, egalitatea A-A™ =1 este echivalenti cu:

1) AxY=89 1<k<n

Observatie. (1) reprezinta n sisteme de ecuatii liniare, cu
aceeasl matrice a coeficientilor, A.

Sistemele (1) pot fi rezolvate simultan, fiecare avand
solutia, o coloand a matricei A’ si termenul liber, coloana
corespunzatoare a matricei I.

Matricea extinsa asociata formulelor (1) este (A | I) si
elementele ei le notam a;;, ] <i<n, 1 <j<2n, unde

I dacd j=n+i ) ]
(2)a; = i ,1<1i<n, n+1<j<2n.
" |0 dacd j=n+i

Metoda Gauss consta in prelucrarea matricei (A | 1) astfel
incat, in n etape, sd se obtind matricea extinsa (I | A™), adica:
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1 0 --- 0 (n+1) (n+1) . _(n+])

Al Ane a1
01 --- 0 a(n+1) a(n+1) a(n+l)
(3) ) ] ) 2,‘n+l 2,‘n+2 2,‘2n unde am
00 - 1] afll anl o aly)
notat cu a(J) , 1 <1<n, 1<j<2n, elementele matricei (A | I).

Astfel, presupunand a&) # 0, 1 <k <n, unde elementul
af(]l‘() se numeste pivot, pentru a obtine matricea (3), se aplica

formulele:

(4) af =
! a(}‘)—ai(ff)-— 1<i<n,i#k, k<j<2n.

Daca (3)1 <k < n pentru care a%() = 0, atunci pentru a
putea aplica formulele (4) se recomandd o procedura de
pivotare, de exemplu pivotarea partiala, care consta in:

- se cautd In coloana k a pivotului, acel element agl‘)k ,

k <ix < n, care are proprietatea:

() [alth] = maxialy]
Aplicatie
0 0 0 2
. 0 21 1
Se da matricea A =
1 01 =2
1 1 3 -1
Aplicand formulele (2) matricea inversa este:

e 06) 1) -0
|06 06 0 —06)|
“0xe) ~0.6) ~0(6) 0.0
0,5 0 0 0
15



4. Condensarea pivotala pentru calculul determinantilor

Prezentarea problemei
nxn

Se considera matricea A € R
calculam det(A).

si ne propunem sa

Prezentarea metodei
Initial, se aplica formula:

;. ap| 4 4 a A
Ay Ayl [dy Ay Ay Ay,
1 ap A |3 s @y 8y
(1) det(A)= a2 331 @xn| |43 s a3 Ay,
0 ) . .
a, Ay & & |8 Ay,
Ay A Ay g Ay Ay

unde a;; # 0 si In continuare se reia formula (1) pentru n — 1,
n—2, ... pana cand se calculeaza un determinant de ordinul 2.
Observatii
3) dacaa;; =0si(3)2<i<n pentru care a;; # 0, atunci
se permuta in A liniile 1 si 1, iar det (A) 1si schimba semnul;

4) daca a;; = 0 s1 (V) 2 <1< n avem aj;; = 0, atunci
det (A)=0.

Aplicatii

4 1 3 1

) 1 5 4 1

1) Se da matricea A =

1 1 10 6

0 1 1 10

- pentru n = 4 (la prima parcurgere a ciclului repetitiv)
avem: det=16 si
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4 1 3 1 19 13 3 1
1 19 13 3 3 37 23 3
A= n=3 A= :
1 3 37 23 4 4 40 23
0 4 4 40 0 4 4 40
- pentrun=3 avem: det=16-19 =304 si
19 13 3 1 664 428 3 1
|3 664 428 3| |24 748 428 3|
T4 24 ag 230" 00T 4 24 748 23]
0 4 4 40 0 4 4 40

- pentrun=2 avem:
664 428 3 1
24 486400 428 3 . )
A= ,n=1 sirespectiv
4 24 748 23
0 4 4 40
486400 428 3 1
24 486400 428 3
4 24 748 23|
0 4 4 40
Urmeaza det =486400 /304 = 1600, deci det (A) = 1600.
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5. Factorizarea LR a matricelor aplicata la rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea problemei

Se considera sistemul liniar:
(1) Ax=1t, unde A € R™ t € R", reprezintd matricea,
respectiv termenul liber pentru sistemul (1).

Ne propunem sa determindm, dacd este posibil, solutia
unica a sistemului (1), x € R".

Prezentarea metodei
Definitie. O descompunere de forma:
(2) A=L-R,unde

L — este o matrice inferior triunghiulara, adica
lij=0, 2£j£n, lﬁiﬁj—l $i
R — este o matrice superior triunghiulard, adica
r;=0, 2<i<n, 1<j<i-l,
se numeste factorizare LR a matricei A.
Elementele matricelor L si R, care realizeaza factorizarea

LR a matricei A, se pot calcula direct din egalitatea (2).
Pentru a asigura unicitatea factorizarii LR trebuie precizate elementele diagonale in
matricea L (sau in matricea R). Astfel, daca presupunem:

3) la=1, 1<k<n,
atunci procedura de factorizare LR este cunoscuta sub numele
de metoda Doolittle.

Din (2) se obtin n” egalititi:

min(i,j

)
(4) a;= Y ln,, 1<ij<n,
k=1

rezolvate succesiv in raport cu elementele 1, k <j si Iy, 1> k.
Astfel, tinand cont de (3), avem:

18



L, =ay;, ]<n,

|, =a,/r,, 2<i<n,
k-1

(5) rkj=akj—2|kh~rhj, 2<k<n, k<j<n

h=1
k-1

L. =la, =) |, 1, [/1,, 2<k<n,k+1<i<n.
h=1

Aplicand metoda Doolittle (formulele (5)) matricei sistemului (1), atunci:

Ax=t < LRx=t

Pentru determinarea solutiei x se rezolva

sistemele:
L-y=t
(6)
R-x=y

succesiv

Sistemul inferior triunghiular L-y = t se rezolva direct

(prin substitutie directa), obtinand:

Y =1t,
(7 2<i<n,
i1
Y, =t _zlik Y
k=1

Sistemul superior triunghiular R-x =y se rezolva direct (prin substitutie inversa),

obtinand:
Xn = Yn /rnn’
(8) i=n—-1,n-2,..1,

n
Xi =Y~ zrik Xy |/

k=i+1

19



Aplicatii
1) Matricea extinsa (A | t) asociata sistemului (1) este:
0 2 1 1-2

I 1 3 -1 9
1 0 1 -216
0 0 -5 -7-8

Permutarea liniilor 1 si 2 in matricea de mai sus, deoarece a;;
=0si ay; #0 conduce la:

1 1 3 -1 9

02 1 1]-=-2

1 0 1 -2| 6

0 0 -5 -7]-8
Apot:

1 1 3 -1 9

0 2 1 1| -2

,pentru k =2,

1 -12 1 -2

0o o0 -5 -7[-8

1 1 3 -1 9

0o 2 1 1 | =2

1 -12  -32  -12| 6 > pentruk =3,
0 0 103 -7 |-8

1 1 3 -1 9

0o 2 1 1 | -2

1 -12  -32  -172| 6 - pentruk =4.
0 0 10/3 -16/3| -8

In final obtinem, succesiv, in ultima coloand a matricei:

20



, respectiv

21

care este solutia sistemului.



6. Factorizarea LR pentru matrice tridiagonale cu aplicare
la rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea problemei

Se considera sistemul A'x =t, A € R™" — tridiagonala
(adica pe diagonala principald are elementele a;, 1 <1 < n,
deasupra diagonalei principale are elementele b;, 1 <1 < n-1 si
sub diagonala principald are alementele c; 1 < i < n-1, restul
fiind nule) it € R".

Ne propunem sd determinim x € R" — solutia unici a
sistemului liniar dat.

nxn

Prezentarea metodei
Factorizarea LR pentru rezolvarea sistemului dat

presupune doua etape:

I. Descompunerea matricei A in produs de doua matrice:
A = LR, unde L este inferior triunghiulard si R este superior
tringhiulara avand urmatoarele elemente:
inLL - pe diagonala principala toate cele n elemente sunt egale
cul;
- sub diagonala principala se afla elementele I,
1 <1< n-1, ce trebuie determinate;
- restul elementelor sunt nule;
in R - pe diagonala principala se afla elementele r;, 1 <1< n,
ce trebuie determinate;
- deasupra diagonalei principale se afla elementele s;,
1 <1< n-1, ce trebuie determinate;

- restul elementelor sunt nule.
II. Rezolvarea succesiva a sistemelor liniare:

(1) Ly=t
(2) Rx=y

22



cu formule directe de calcul.

Astfel, parcurgerea etapei I, inseamna formulele:

I =a,
1<i<n-1,
(3)y si=by,
C.
| =—,
L
Lo =a, s,
iar parcurgerea etapei a II-a inseamna:
y, =t
ORI :
yi=t =l -y, 2<i<n,
respectiv
y
X, = r“ ,
) ( ’ . -x.,)
Xi= yl i i+l ,1=n—1,n
T.
1
Aplicatie

Se da sistemul liniar tridiagonal:

1
-2x,+—Xx =——
107 16
1 . .

Ex1 - 2%, +£x3 =—— Se obtine solutia:
12 12 16
B ok, =L
472 7 6

23
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1/16 = 0,0625

0,10049460432 11/10=1,1
~|0,12589928058 |, unde 11/12=0.91(6)
0,08970323741 13/12 =1.08(3)

13/14 = 0.9(285714)
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7. Factorizarea LR pentru matrice pentadiagonale cu
aplicare la rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea problemei

Se considera sistemul A-x =t, Ae R™" — pentadiagonala (adica
a;i 1 <1< n - diagonala principala
b;,1 <1< n-1 - prima supradiagonald
Ci,1 <i<n-1 - prima subdiagonala
di. 1 £1<n-2 — a doua supradiagonala
ei ,1 <1< n-2—adoua subdiagonala
in rest elementele nule) sit € R".
Ne propunem sd determinim x € R" — solutia unici a
sistemului liniar dat.

Prezentarea metodei
Factorizarea LR pentru rezolvarea sistemului dat presupune doua etape:

I. Descompunerea A = L-R, unde L - inferior
triunghiulard si R — superior triunghiulara cu urmatoarea
configuratie:
inL  —nelemente egale cu 1 pe diagonala principal;

— 15, 1 <1< n-1 — prima subdiagonala;

—m;, 1 <1< n-2 - a doua subdiagonals;
(elemente ce trebuie determinate)

— restul elementelor nule;

inR -1, 1 <i<n- diagonala principala;

—si, 1 £1<n-1 —prima supradiagonala;

—vVj, 1 £1<n-2 —a doua supradiagonala;
(elemente ce trebuie determinate)

— restul elementelor nule;

II. Rezolvarea succesiva a sistemelor liniare:

(DLy=t

@) Rx=y
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cu formule directe de calcul.

Astfel, parcurgerea etapei I, inseamna formulele:
r,=a,,s, =b,l, =c, /1,1, =a, —1|s,,
1<i<n-2
3) v,=d;,,m; =e, /1,

Siy =biy —livy,
L = (Cm _misi)/riH’

r, =2, s, —mv,.

iar, parcurgerea etapei a [I-a, inseamna:

Yy =1,
@) 1y, =t, -y,
yi=t—l,y, —my;,,3<i<n
respectiv
Xy =Y, /Ty,
(5) 1 Xp = (yn—l _Sn—lxn)/rn—la
X; = (Yi — 85Xy _ViXi+2)/ri= i=n-2,n-3,.1

Aplicatie
Se da sistemul liniar pentadiagonal:
—16x, +8x, — 2x, =9 0,5
1 2x, —8x, + 2X, +2x4=—12' Se obtine: L5
-X, +8x, +x; -8x, =-7 -2,
8x, —16x; +x, =54 2
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8. Metoda Jacobi pentru rezolvarea iterativa
a sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea problemei
Fie sistemul liniar (cu solutie unica):
(1)  Ax=t A e R™ — matricea sistemului;
t € R" — termenul liber al sistemului.
Ne propunem sd determinam solutia unica x € R".

Prezentarea metodei
Pentru x'” € R" — aproximatia initiala a solutiei sistemului
(1), ales arbitrar (de exemplu vectorul nul), calculam:

@) xV=t,->ax¥|/a,, 1<i<nk20

pand cand este indeplinitd conditia:
(3)  max|x*V -

1<i<n Xi
€ - precizia cu care dorim sd obtinem solutia (¢ = 107, p > 4).
Atunci x = x**D.
O conditie suficientd pentru obtinerea solutiei sistemului (1),
cu precizia g, este:

“4) |a'ii| > Z‘aij
il
j#
diagonala pe linii ) sau
4) ‘ajj‘>;‘aij
i#]

diagonala pe coloane ).

xi(k)‘ <¢g, unde

, 1 <1 < n (matricea A este dominant

, 1

IN
—

] < n (matricea A este dominant
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Aplicatii

1) Se dau: A =

S O = N
O = BN =
_— RN = O

Pentru:
—1,9999828339

—25,999982834
—25,999982834
—1,9999828339

e=10" = it=20six =

—1,9999999832
—25,999999983
—25,999999983
—1,9999999832
—2,0000000000
—26,000000000
—26,000000000
—2,0000000000

care este solutia exacta a sistemului liniar A-x =t.

e=10" = it=30six =

e=10" = it=40six =
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9. Metoda Seidel — Gauss pentru rezolvarea iterativa
a sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea problemei
Fie sistemul liniar (cu solutie unica):
(1) Ax=t, A e R™ —matricea sistemului;
t € R"—termenul liber al sistemului.
Ne propunem sd determindm solutia unica x € R".

Prezentarea metodei
Pentru x’ € R" — aproximatia initiald a solutiei sistemului
(1), ales arbitrar (practic vectorul nul), calculam:
2) xi [t —Zaux (k1) Zaijxgk)J/aii, 1<i<n k20,
j=i+l
pana cand este 1ndep11n1ta conditia:
(3)  max|x < -

I<i<n

(k)‘ <e¢,unde

€ — precizia cu care dorim s3 obtinem solutia (¢ = 107, p > 4).
Atunci x = x®.

O conditie suficienta pentru obtinerea solutiei sistemului (1),
cu precizia g, este:

@ Jagl> 2
i
j#l

diagonald pe linii) sau

4) ‘ajj‘ > Z_l:‘aij
i#]

diagonala pe coloane).

i[» 1 <1< n (matricca A este dominant

, 1 §§ < n (matricea A este dominant
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Aplicatii

1) Se dau: A =

S O = DN
S = BN =

Pentru:

e=10"= it=10si x =

e=10"= it=15si x =

e=10"= it=20si x =

—_— RN = O

—1,9999885557
—26,000005722
—25,999997139
—2,0000014305

—1,9999999888
—-26,000000006
—25,999999997
—-2,0000000014

-2,0000000000
—-26,000000000

—-26,000000000

2

—2,0000000000
care este solutia exacta a sistemului A - x =t.

30



10. Metoda Seidel — Gauss pentru rezolvarea iterativa
a sistemelor liniare cu matrice slab populate

Prezentarea problemei
In rezolvarea unor astfel de sisteme se folosesc metode
iterative, in principiu aceleasi ca si pentru sisteme liniare cu
matrice “pline”, diferentele aparand in modul in care relatiile
generale de iteratie se transforma intr-un algoritm de calcul
care utilizeaza la maxim memoria calculatorului, evitand in
acelasi timp operatiile de Inmultire si adunare cu zero.

Prezentarea metodei

Metoda Seidel — Gauss pentru rezolvarea sistemului:
Ax=t, A € R™ — este matrice slab populata, se bazeaza
pe relatiile :
x? =0 eR",

i1
(1) xi(k”) (ti —Zaux (kc+1) Zaux(k)}a" , 1<1 < n, k>0,
=

j=i+l
pana cand:
2) max|x

1<i<n

x (1) _ (9

‘ < g, g precizia impusa.

Precizare. In algoritmul de calcul, pentru matricea
sistemului se prevede un numar de locatii de memorie egal cu
numarul elementelor nenule din matrice. Aceste elemente
nenule trebuie identificate si de aceea vom lucra cu urmatorii
vectori (precizand cd n reprezintd numarul de ecuatii si
necunoscute, iar nn — numarul de elemente nenule din matrice):

1) A = (aj), 1 £1 < nn - contine elementele nenule din
matricea sistemului.

2) L = (L), 1 £1i < n - contine numarul elementelor
nenule din fiecare linie.
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3) C =(ci), I £1 < nn — contine indicii coloanelor in
care sunt elementele nenule din fiecare linie, parcurgand liniile

in ordinea lor crescatoare.

Observatei. Cum 1 <c¢i<n=c¢e Z.

Precizare. Cu ajutorul vectorilor L si C se stabilesc, fara

testari, termenii care intra in formulele (1).

4) T = (), | <1< n— contine termenul liber
5) X =(xj) 1 £1i<n-— contine, initial x@din (1).

6) € € R, reprezinta precizia.
7) itmax € Z, — reprezinta numarul maxim de iteratii pentru

a obtine solutia sistemului cu precizia dorita.

Aplicatie
—4x, +X, +X,
X, &, +x
X, —4x,
X, —4x,
X, +X,
X3
Xy

+Xs

+X
—4x,

+X;

+X,
+X,
+X, +X
—4x,
4, +Xq
+X, =4,
X +Xq
2X7
R

Avem: n = 12 si nn = 46. Apoi:

aj=-4;a,=1;a3=1;(inlinia 1)
as=1;as=-4;a¢=1;a;=1; (in linia 2)
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=875
=25
=-125
=-50
=0
+Xy =0
+Xy =50
+X, +X =0
—4x, +x,, =0
—4x, +X =-50
+X,, —4%, +%X, =0
2x, +x,, —4x, =0



ag=1; a9 =-4; ajo = 1; (In linia 3)

a = 1 a|jp = —4 a3 = 1; a4 = 1 (il’l linia 4)
a;s=1;a16=1;a;7=-4; a13=1; aj9 = 1; (in linia 5)
A = 1, a = 1, apn=-4;a3=1; (in 11n1a 6)

Ay = 1; aps =-4; a¢ = 1; ay7=1; (In linia 7)

arg = 1 arg = 1 aszp = —4; asz1 = 1; azp = 1 (in linia 8)
a3 = 1, azs = 1; azs =-4; az¢ =1 (in linia 9)

az37=2; azg = —4 azo = 1; (in linia 10)
agp=2;a4=1;a4= -4 as3=1; (in linia 11)
asa=2; a45 = 1; as6 = -4; (in hma 12)

|1=3; |2=4; |3=3; |4=4, |5=5; I6=4; |7=4; I8:5

|9:4' I 10:3' I 11:4' I 12_

=1; ¢, =2; ¢c3=4; (in prima 11n1e)
04 = 1, cs =2; ¢ =3; ¢c7=15; (in a doua linie)
cg = 2; c9 = 3; cj0 = 6; (in a treia linie)
cu=1l;cn=4;c3=5;c14=7 (in a patra hme)
cis=2;¢c16=4; c17=15; ci3=6; c19 = 8; (in a cincea linie)
€20 = 3; c21 = 5; ¢22 = 6; C23 = 9 (in a sasea linie)
Coa=4; s =7; ca6 = 8; c7 = 10; (in a saptea linie)
Cs=35;¢c0=7;c3=8;c31=9;¢c3,=11; (Ina opta linie)
€33 =06; Cc34 = 8; c35 = 9; c36 = 12; (in a noua linie)
c37="T7; ¢c3s = 10; c39 = 11; (in a zecea linie)
Ca0 = 8; cq1 = 10; cqp = 11; c43 = 12; (In a unsprezecea linie)
Cas=9;C45=11; ca = 12, (in a doudsprezecea linie)

t = -87,5; t= -25; ;= -12,5; ty = -50 t5 0 t6 0 t7

ts = 0; to = 0; t10 = -50; t1; = 0; t12 = 0;
x;=0; 1<1<12.
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Pentru:

e=10"= it=30six=

37,499925226
24,999913764
12,499950273
37,499887327
24,999870057
12,499925069 |
37,499879948
24,999861546
12,499920162
37,499894032
24,999877789
12,499929528
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11. Metoda Leverrier pentru determinarea coeficientilor
polinomului caracteristic

Prezentarea problemei

Fie A ¢ R™.

Ne propunem sa determinam coeficientii polinomului
caracteristic.

(D) paM)=A"—o A" + A2+ ..+ +(-1)"o,

Prezentarea metodei
Coeficientii care apar in (1) se obtin din relatiile:

G, =8,

)42 <k <n,

15, ),unde

1
Gy :E(Slgk—l —5,01 +"'+(_1)ksk—101 +(=1)

(3) sk = Tr(A"), 1<k <n.

Aplicatie
0 1 -4
SedaA=|-1 4 -11].
2 0 -4

Se obtin: s =0 = o1 =5 =0, =14 = o, =
= (S]G] —Sz)/2 = -7; S3 = 18 = G3 = (S]Gz— S0 t+ S3)/3 =6.
=SpaM) =1 -+ ok —o3=1"—TA—6.

35



12. Metoda Krylov pentru determinarea coeficientilor
polinomului caracteristic

Prezentarea problemei
Fie matricea AeR™".
Ne propunem sa determinam coeficientii polinomului
caracteristic.
(1) pa)=A"+cA™ + .. +cod +cy

Prezentarea metodei
1) Se alege arbitrar, y* € R", nenul
2) Se obtin: (2) y¥ = Ay*, 1 <k <n.
3) Se rezolva sistemul liniar:

n- n- Y n
(3) (y( l)y( 2) y(l) y(O)) . :2 - y( )

— Daci nu are solutie unica, se alege alt y'” si se reia de la 2).
— Daca are solutie unica, aceasta reprezintd coeficientii polino-
mului caracteristic pentru matricea data, deci (1).

Observatii:

1. Notam cu B matricea sistemului (3). Ultima coloana a
lui B se introduce si calculdm apoi fiecare coloand din B, in
functie de succesoarea ei, folosind (2).

2. Dacd mai atagdm o coloand in plus la matricea B,
pentru termenul liber al sistemului (3), aceasta se va calcula,
folosind (2), cu elementele din prima coloana a matricei.

3. Pentru rezolvarea sistemului (3), apeldm o procedura
(de exemplu Gauss).
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Aplicatie

1 1 3 -1
Seda:a=1]0 2 1 1
1 01 -2
0 0 O 2

Obtinem: coeficientii polinomului caracteristic al matricei
date, sunt: -6 10 -1 6.

Precizdri: 1) Se obtine pa(L) = A*—6A*+100*~A—6, pentru

0 1
0

alegerea y” = ol 2) Daci alegem y© = i atunci sistemul liniar
1 1

de forma (3), care se obtine (inainte de pasul 5. al algoritmului):

12 6 41 —22 nu are solutie unici (este
24 10 4 1 —54 compatibil nedeterminat).
-2 0 01 6

8 4 21 —16
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13. Metoda Fadeev pentru determinarea coeficientilor
polinomului caracteristic

Prezentarea problemei

Fie A € R™. Ne propunem sd determindm coeficientii
polinomului caracteristic.

(1) pa(h) = A"+ ¢ A" + .+ ik + ¢

Prezentarea metodei
1) A1 = A; C1 = -TI‘(A1); B] = C1I + Al;
2) Ay =A - By; e =-Tr(A2)/2; By =cal + Ay;

n) An = A : Bn-]; Cn = ‘Tr(An)/n; Bn = CnI + An.

Observatii:
1. B, =0, (matrice nuld) — deci nu se va calcula.
2. Dacic,#0=A"= —CL-Bn_l.
Aplicatie
0 -4 2
1)Seda:A=|y _1 o]
1 0 3
-2 -4 2
Se obtine: Aj=A;¢c;=-2;Bi=| 0 -3 2}|;
1 0 1
2 12 -6 -3 12 -6
A)=ABi=|2 3 0 [;c=5,B,=| 2 -2 ;
1 -4 5 1 -4 0
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-6 0
A3:A'B2: O —6
0 O

0

0 [;c3=

-6

= pa(h) =27 =202 — 50 + 6.

Cumec; 20 = Al =—

1
6027

39

0 0
6;B;=|0 0
0 0
/2 -2 1
-1/3 1/3 0.

-1/6 2/3 0

oS o O



14. Metoda Danilevski pentru aducerea unei matrice
la forma normala Frobenius

Prezentarea problemei

Fie matricea: A € R™ i ne propunem sa transformam,

prin procedee de asemanare, aceastd matrice in forma normala
Frobenius:

f1 f2 fn—l fn
1 0 0 0
(1) 0 1 0 0
0 0 - 1 0
Obtinem:
(2) paV) =A"— A" —HAE — L — -1

Prezentarea metodei

Se transforma matricea A in forma (1) dupd n—1 etape, la
fiecare etapd obtinand cate o linie din (1), de la ultima linie
pana la prima linie.

Astfel, la etapa 1, presupunem a,,.; # 0 pentru a obtine
ultima linie din (1). Cu aceastd presupunere, vom prelucra
matricea A pe baza relatiilor:

/
8,0 =, /8,
3)

!/ _ / X . . . _
a;=a;—a;,;4a,,l<i<nl<j<njzrn-l,

nj >

urmate de relatiile:

n
/ / .
4) a,,;= Zani ~aij,1 <j<n.
i=1

/
n-1,n-2

Apoi, la etapa 2, presupunem a #(0 pentru a

obtine penultima linie din (1) (ultima linie s-a obtinut deja la
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etapa 1). Cu aceastd presupunere, vom prelucra matricea A
obtinuta dupd parcurgerea etapei 1, adica dupd aplicarea
relatiilor (3) si

(4), pe baza unor relatii asemanatoare, adica:

v / .
(3") {ai,nz =a;,,/a, ,,,1<1<n—1,

"o
i —

/ /" / : : :
a;—a;,,8,,,,l<i<n-LI<j<n,j#n-2,

urmate de relatiile:
n
> noo_ I .
4) An 0= zan—l,i a;i J<j<n.
i=1

In concluzie, notand cu k variabila ce numiri etapele in
metoda Danilevski, avem: k=n, n—1, ..., 2 si axx.1 #0.
Observatie. Dacad existd k = n, n—1, ..., 2, astfel Incat
ax k-1 = 0, atunci suntem intr-un caz particular.

Aplicatie
0 00 2 0 6 -7 6
1 01 -2 1 0 0 O
A= = A=
0 21 1 01 0 O
I 1 3 -1 00 I O

coeficientii polinomului caracteristic sunt: 0, -6, 7, -6.
Detalii calcule:

0 00 2
1 01 -
A= ;aux=(113-1)
0 2 1
1 1 3 -1
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0 0 0 2 0 0 0 2
2/3 -1/3 1/3 -5/3 2/3 -1/3 1/3 -5/3
H
-1/3 5/3 1/3 4/3 -1/3 14/3 1/3 13/3

0 0 1 0 0 0 1 0
aux = (-1/3 14/3 1/3 13/3)
0 0 0 2 00 0 2
9/14 -1/14 5/14 -19/14 30 6 -7
A — N :
0 1 0 0 01 0 O
0 0 1 0 0 01 O
aux=3 0 6 -7)
0 0 0 2 0 6 -7 6
1 0 0O I 0 0 O
A — —
01 00 01 0 O
0 010 00 1 O

= pa(l) = A" =617 + 7L 6.
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15. Metoda Danilevski pentru determinarea unui vector
propriu corespunzaitor unei valori proprii

Prezentarea problemei

Fie matricea: A € R™" si ne propunem determinarea unui
vector propriu al matricei pentru o valoare proprie specificata.

Prezentarea metodei
Se transforma matricea A 1n forma normald Frobenius:

fp £, - £, f,
1 |0 1 0 :
6 0 -~ 1 O

folosind relatiile (3), (4), (3°), (4’) din lucrarea precedenta.
Notand cu k, variabila ce numara etapele de transformare a
lui Ain (1), avem: k =n, n-1, ..., 2 §1 a1 # 0.

Observatie. Daca existd k = n, n-1, ..., 2 astfel Incat
akk-1 = 0, atunci suntem intr-un caz particular (care nu se
trateaza 1n algoritmul care urmeaza).

Cum matricea A si forma sa normald Frobenius sunt
matrice asemenea, teoretic, la fiecare etapa k, obtinem o
matrice My.; care diferda de matricea unitate doar in linia k-1,
linie care are urmatoarea componenta:

a a Ay ko 1 a a
(2) _ kIl k2 = > _ kk = kn

Ay k1 Ay k1 Ay k-1 Ay k1 Ay k1 Ay
Practic, la fiecare etapa k, obtinem linia k-1 dintr-o
matrice M € R™*", folosind (2).
In acest mod, dupa parcurgerea celor n-1 etape matricea
(1) se poate scrie, teoretic
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M;"M;" .MM AM, M, MM,

Stiind cd y € R" este un vector propriu corespunzitor
unei valori proprii A, pentru matricea (1), avem x € R" este un
vector propriu corespunzator aceleeasi valori proprii A, pentru
matricea initiald A, calculat feoretic astfel:

(3) X:Mn_l'Mn_z‘...'Mz'Ml'y
Observatie. Produsele din (3) se fac de la dreapta la
stanga, adica:

X = Mp.1(Mn2(...(M2(M;+y))...))

Aceasta deoarece, produsul M; - y, modificd componenta 1 din
vectorul y.

Aplicatie
0 00 2 0 6 -7 6
i 1 01 -2 1 0 0 O
Fie A= = A=
0 21 1 01 0 O
1 1 3 -1 00 1 O

= pa(l) = A" = 617 + 7L - 6.
Din pa(h) = 0 = (A3)(A-2)(A*~A+1) = 0, deci Ay = -3,
ﬁ]

7L2:2, 7\,3746 C [%il—

2
731 -27
% 9
Pentru A1 =-3 = y(l) == 3 5
1 _
1 1
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pentrud, =2 =y =|"2| =

o
— N A~

1
1/3 0 -2 7/3

De asemenea: M= | 1/14 3/14 -1/14 -13/14
-1/3 -1/3 1/3 1/3

3

Obtinem:
-2/3 -2/3 -2/3 —-0.(6)
M 9 716 7/6 1.1(6)
y = — — = ,
-3 -3 —-5/6 -0.8(3)
1 1 1 1
respectiv
1 1 1 1
@ 4 -1/7 -1/7 —0.(142857)
vy — — — =
2 2 5/7 0.(714285)
1 1 1 1
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16. Metoda Bairstow pentru rezolvarea
ecuatiilor algebrice

Prezentarea problemei
Se considera polinomul cu coeficienti reali:
Po(x) = ax" + a;x""' + ... + ap X + an,
si ne propunem determinarea radacinilor acestui polinom.

Prezentarea metodei

Metoda Bairstow constd in descompunerea lui P, in
factori patratici (dacd n = par) sau in factori patratici si un
factor liniar (daca n = impar).

Notam primul factor pitratic cu x> + px + q =
(+) Pu(x) = (x> +px + q)(box" 2 + bx"> +... + by) + XFS.

restul

r=
Notam - , deoarece facand produsele in dreapta si
s=b, +pb,,
egaland cu membrul stang, avem:
b, =a,

(1) | b, =a, —pb,

b, =a, —-pb,,—qb,,, 2<k<n
r =1 (p,
Evident { )i (1)
s=1,(p,q)
Vom determina p si q astfel Incat, restul impartirii () sd fie
aproximativ nul, adica:

f,(p,q)=0
2) { 1(P.) sistem neliniar
f,(p,q)=0

Rezolvam sistemul (2) cu metoda Newton.
Daca po, qo € R sunt aproximatiile initiale ale lui p si q atunci:
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-1
1

of,
(Pe>9y) -t (Pe-9y)
3) [pkﬂ]:(ka_ op aq [fl(pkoqk)j k>0

of of f ’
e % gj(pk:qk) aj(pk:qk) 2 (P Gi)

PR A

d 09 09 Op
Notam: (4) | R =f{; ﬂ -1, i . Atunci, din (3) avem:
aq aq
S=-f, — o +1, oy
i op

3”) {pkﬂ =p, —R, /A,

Qa =d, —S, /A,

unde prin A, Rg, Sk am notat valorile functiilor A, R si
respectiv S in (px, qx)-

Tinand cont de (1) si calculand derivatele partiale care apar in
(4), obtinem:

of, _ob,,
op Op
of, _ob,,
oq  0q
) of, _ab ob
—+b,, +p—2L
o op " op
of, b, .\ b,
L 09 0q P aq
b
Notam (6) ck=—abk*1 ()= 8;“ =_by— p%_qag? '

Deci ¢k = by — pck-1 —qck2, 0 <k <n-1,undec;=c,=0.
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ob
Analog, notam (7) dk——%;

ob, . ob, ., ob
(1)3#:—P#—bk—q k
aq aq aq

Deci dk = bk — pdk_1 — qdk_z, 0<k<n- 2, unde d.1 = d.z =0.
In concluzie, obtinem ¢ = di, 0 <k <n—2 sau

c, =Db,

(8) | ¢, =b, —pb,

c,=b, —pc,; —qc,,, 2<k<n-1

Inlocuind (6), respectiv (7) in (5) avem:

of, of,
S0, h=C, s
op aq

% =—Cp1 T bn-l — PCn-2
% =—C —pcC

aq n-2 n-3

de unde, inlocuind in (4), avem:
A=c,,—c,C s +bC,

(4,) R = bncn—S _bn—lcn72
S=b,,c,, b, b,

n*~n-2
Astfel, pentru a determina un factor patratic procedam astfel:
— alegem aproximarile initiale po, qo
— determinam by, by, ..., b, cu formulele (1)
— determinam ¢, ¢y, ..., Cy.; cu formulele (8)
— determindm A, R, S cu formulele (4°)
— determindm px+1, qx+1 cu formulele (3”)
Ne oprim atunci cand px+1, qk+1 verifica suficient de bine

ecuatiile sistemului (2), adicd max { r}, s }S €, unde r = by si

b

s = bn + pr+1bn-1.
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9

Un alt test de oprire, din (3°), max{|pk+1—pk qk+1—qk|}£a

<g

adica

Cand testul de oprire este indeplinit, ultimele valori
calculate px+1, qk+1 reprezintd aproximatii suficient de bune (in
functie de €) pentru coeficientii trinomului x* + px + q, iar
solutiile acestui trinom sunt 2 raddcini reale sau complexe ale
ecuatiei (*).

Continudm aceeasi tactica cu polinomul de grad n-2 care
apare 1n dreapta relatiei (*).

Aplicatii

1) P() = x*— 3% +x - 3;

. . Py=0 5 p=-2 . .. X, =-1
alegand ,e=10" = , in 10 iteratii= ;
q, =0,1 q=-3 X, =3
=0 -1
apoi (repetd) Po , e=10° = P , 1in 2 iteratii
q, =01 q=1

X, =(1-iv3)/2
= .
X, =(1+i4/3)/2
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17. Factorizarea LR pentru obtinerea valorilor
proprii ale unei matrice

Prezentarea problemei
Fie A € R™. Ne propunem sa determinam valorile
proprii ale matricei date: A, Ap,...,Ap.

Prezentarea metodei

Notam A1 = A; A] = L] : Rl; Az = R1 . L1; Az = L2 : Rz;
A3 =R, L,; s.am.d.

in general Ak = Lk : Rk; Ak+] = Rk : Lk, k>1.

Observatii:

1) Matricele Ly si Ry se obtin folosind formulele
corespunzatoare factorizarii LR — Doolittle (vezi lucrarea de
laborator nr. 5 — formulele (5).

2) Matricele A si Ax+i sunt asemenea (Ag+ ~ A);

A =L"-A-LyundeL=L; Ly-... L

3) Ax:1 = R — matrice superior triunghiulard si A; = i,
1 <i<n.

4) Dacd y € R" este un vector propriu corespunzator unei
valori proprii A, pentru matricea R, atunci x = L - y este un
vector propriu corespunzator aceleiasi valori proprii A, pentru
matricea A.

Aplicatii
1 1 3 -1
1A 021 loril jj 120 2,3
= are valorile proprii ,2,3.
1 01 - prop 2
0 00 2

La prima etapa se obtine:
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1 0 00 1 1 3 -1
L= 0 1 0 0 . R- 0 2 1 1
1 -1/2 1 0 0 0 -3/2 -1/2
0 0 01 0 0 0 2
si respectiv
4 -1/2 3 -1
B 1 3/2 1 1
C|-3/2 314 -3/2 -1)2
0 0 0 2
La a doua etapa se obtine:
1 0 00 4 —-1/2 3 -1
- 1/4 1 0 0 R - 0 13/8 1/4 5/4
~-3/8 9/26 1 0| 0 0 -6/13 —17/13
0 0 0 1 0 O 0 2
si respectiv
11/4 7/13 3 -1
5/16  89/52 1/4 5/4
A= s.a.m.d.
9/52 -27/169 —-6/13 —-17/13
0 0 0 2
pentru € = 104, dupa 17 iteratii avem:
2.9999864683

1.6180474534
-6.1803392174E-01
2.0000000000
pentru & = 10, dupa 24 iteratii:
2.9999998204
1.6180341685
-6.1803398883E-01
2.0000000000
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18. Metoda iterativa de tip Newton pentru estimarea
numerica a valorilor proprii extreme ale unei
matrice reale simetrice

Considerand o problema de forma:

data o functie f': [a;b] — R, continua, derivabila, se cere
sa se determine x* astfel Tncat:

f(x*)=0

(1)

metoda Newton pentru calculul numeric al solutiei exacte x* se
poate caracteriza astfel:

alegand x'¥ — aproximatie initiald pentru x*, se genereaza
sirul de aproximatii succesive X(k), k=1, 2, ..., cu ajutorul
formulei:

x*=rx®), k=0,1, ..., )
unde functia de iteratie I'(x) este data prin:

_ )
I'x)=x )
3)

Fie AeR™", matrice simetricd. Notam cu Pa(A) —
polinomul caracteristic al lui A, avand expresia analitica:

P,V =A"+a A" +a A" +...+a, 4)

unde a; € R,j=0,_n; o,=1

Functia de iteratie ['(x), in cazul polinomului
caracteristic PA(L), pentru A = A%, unde A® nu este una din
valorile proprii ale lui A este data de:

det(\1, - A)

Saellen, ) )

j=1
unde I, reprezintd matricea identitate de ord. n, iar Aj
reprezintd matricea obtinutd din A prin eliminarea liniei j si
coloanei j.

F(?\,(k)) — x(k) _

)
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Aplicatii

1) Se considerd A e R’

1 0 -1
A=10 2 1
-1 1 0

Se cere aproximarea valorilor proprii extreme, cu
precizia e = 1-10™"

Folosind algoritmul prezentat obtinem:

Amin = - 0,8793852415 — numar de iteratii efectuate: 7.

Amax = 2,5320888862 — numadr de iteratii efectuate: 6.
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19. Aproximarea functiilor prin interpolare Lagrange

Prezentarea problemei

Se dau:

X1, X2, ..., Xn € R, cux; # xj, 1 # j (numite noduri de
interpolare);

yi = f(xi), 1 <1 < n (valorile cunoscute ale unei functii
in nodurile de interpolare);

z € R, cuz e [Xy, Xp].

Se cere sa se aproximeze f(z), folosind polinomul
Lagrange de interpolare pe nodurile date.

Prezentarea metodei

n

f@= Yy, [[—

iz Xy X

izk

unde

n

L(Odef Yy, [ [

k=1 izl X —X;
i#k

este polinomul Lagrange de interpolare pe nodurile x;, X, ...,
Xn.

Aplicatie
Fie x; |-l 0 2
yi | -0,3 0,2 0 1,1 1,8

Sa se evalueze (-2) si f(1), folosind polinomul Lagrange de
interpolare pe nodurile date.

Se obtine:

f(-2) nu se poate evalua, deoarece -2 ¢ [-1, 4]

f(l)= -0,24
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20. Diferente divizate pe noduri simple

Prezentarea problemei

Se dau xi, X2, ..., Xon € R, Xi # Xj, 1 # J5 Y1, Y2, «+ss ¥n
valorile cunoscute ale unei functii f'in xj, xa, ..., Xp.
o Diferentele divizate de ordinul zero, ale functiei f sunt:

(D) f(x) =y, 1<i<n

e Diferente divizate de ordin intai, ale functiei f sunt:

2) f<xi,xi+1>d;fM, I<i<n-1
Xi = Xin
e Diferente divizate de ordinul al doilea, ale functiei f sunt:
3) f<Xi’Xi+1 ’ Xi+2>dj f<Xi : Xi+1>_ f<Xi+1 : Xi+2> ,1<i<n-2

Xi =X

s.a.m. d.
e Diferenta divizata de ordinul n - 1, a functiei f este:

def f(xl,x2,...,xn_1>—f(xz,x3,...,xn>

(4) f<x1:X2,...,Xn> =

X; —X

n

Prezentarea metodei
Se cere tabloul D al diferentelor divizate care in fiecare

coloana j, 0 <j < n-1 sa contina diferentele divizate de

ordin j caracterizate prin formulele (1) + (4).

Din(1)=dip=yi, 1<i<n

di i —di,
Din(2)+(#) = d;=— 7 1<j<n-1, 1 <i<n.
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Aplicatie

Se dau:

xi |-l 0 2

yi |03 02 0 1,1 1.8
Se obtin:

- diferentele divizate de ordinul 0 sunt —0,3; 0,2; 0; 1,1; 1,8.
- diferentele divizate de ordinul 1 sunt: 0,5; -0,1; 1,1; 0,7;

- diferentele divizate de ordinul 2 sunt: —-0,2; 0,4; -0,2;

- diferentele divizate de ordinul 3 sunt: 0,15; - 0,15 si

- diferenta divizata de ordinul 4 este — 0,06.
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21. Aproximarea functiilor prin interpolare Newton

Prezentarea problemei

Se dau:

X1, X2, ..., Xn € R, cuxj # Xj, 1 # j (numite noduri de
interpolare);

yi = f(xi), 1 <1 < n (valorile cunoscute ale unei functii
in nodurile de interpolare);

z € R,cuz e [xy, Xy

Se cere sa se aproximeze f(z), folosind polinomul
Newton de interpolare pe nodurile date.

Prezentarea metodei

f(z) = f(x,)+ Zn:f<x1,x2,...,xk>-

k-1

i=1
unde

N(x)def f<x1>+if<x1,x2,...,xk>-l_[(x—xi)

i=1
este polinomul Newton de interpolare pe nodurile X, X, ..., Xp.
si

f<X1>=Y1
f<x1,x1,. L X > Zk: - , 2<k<n
= H(x - X, )
Aplicatie
Fie x; |-1 0 2 3 4
yi |-0,3 0,2 0 1,1 1,8

Sa se evalueze f(-2) si f(1), folosind polinomul Newton de
interpolare pe nodurile date.
Se obtine:
f(-2) nu se poate evalua, deoarece -2 ¢ [-1, 4]; f(1)= - 0,24
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22. Diferente divizate pe noduri multiple

Prezentarea problemei

Se dau xi, Xz, ..., Xn € R, Xj # Xj, 1 # j, noduri multiple, cu
multiplicititile mje N*, 1 <1< n si valorile:

(£, 1<i<n 0<j<mi—1
cunoscute in noduri pentru o functie f si o parte din derivatele
sale.

Prezentarea metodei

Considerim s="m,
k=1
¢ Diferentele divizate de ordinul zero, ale functiei f sunt:
def
() f(x;) =1, 1<i<n
e Diferente divizate de ordin intai, ale functiei f sunt:
@) flx;,x;)=f"1,1<i<n
sau
def f{x.)—f(x.
@) (x; %) = M 1<i<n-1
Xi = Xin
e Diferente divizate de ordinul al doilea, ale functiei f sunt:
3) f(x,x,)=£"/1,1<i<n

sau
£(x,. %) —f(x;,x,
f<Xi9X19Xi+l>dif <X1’X);>—X<X“X1+1>
i i+l
(3’) qrespectiv, ,1<i<n-1
£{xpXp,p) = £(X;0.X,
F(X, XX det <X"X';>_X<X1+1’Xm>
i i+l
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Sau

(3™) f<Xi,Xi+1aXi+2>dif f<Xi’Xi+1> - f<Xi+1’Xi+2> s

Xi = X2

1<i<n-2s.a.m.d.

e Diferenta divizata de ordinul s - 1, a functiei f este:
def
(4) £ <X|,X 00X, X0, X 000, Xgpeers X 5 X e X, > =

m; —ori m, —ori m, —ori
£ <X, X oo X e X Xy oeee X > = <KX e X e e X5 X oo X 5>
def R R X R
m,—ori (m,—1)~ori (my—1)-ori m, —ori
Xl _Xn
In general, diferentele divizate care apar sunt de tipul:
£ (x. .
(5) f<x,x,,.X; >=—(‘), I1<i<n, 1 <p<m;
-1
— (p-D!
p—ori
sau
(6) f< X Xjgeens X penes X5 X jpene, X >=
%/_/
p—ori q-ori
= (F <X, X Xy X5 X ey X > —
%/_/
p-ori (q—l)—ori
= <X X s X ey X 5 X s X >)/(xi —xj), Ii<n, 1<p<
— | S
(p—l)—ori q-ori

mi, 1<j<n,1<q<mj14j.

Se cere tabloul D al diferentelor divizate care in fiecare
coloana j, 0 < j < s -1 sa contind diferentele divizate de
ordinul j caracterizate prin formulele (1) + (6). Notam

elementele tabloului cu djj, 0 <j<s-1,1 <1<s-j.
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Aplicatie

Se dau:
X; -2 0 2
f; 1 -2 -1
f -4 2 3
£’ 0 - 0

Deciim =3, m=2;m3=3 = s=38.

Se obtine tabloul:
- diferentele divizate de ordinul O sunt: 1; 1; 1; -2; -2; -1; -1; -1;
- diferentele divizate de ordinul 1 sunt: -4; -4; -1,5; 2; 0,5; 3; 3;
- diferentele divizate de ordinul 2 sunt: 0; 1,25; 1,75; -0,75;
1,25; 0;
- diferentele divizate de ordinul 3 sunt: 0,625; 0,25; -0,625; 1;
-0,625;
- diferentele divizate de ordinul 4 sunt: -0,1875; -0,21875;
0,40625; -0,8125;
- diferentele divizate de ordinul 5 sunt: -0,0078125; 0,15625;
-0,3046875;
- diferentele divizate de ordinul 6 sunt: 0,041015625;
0,115234375;
- diferenta divizata de ordinul 7 este: -0,0390625.
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23. Polinom de interpolare Hermite

Prezentarea problemei

Se dau xi, X, ..., Xn € R, Xj #X;, 1 # j, noduri multiple, cu
multiplicititile m; € N*, 1 <i < n si valorile ¥, 1 <i < n,
0 <j <m;-1 cunoscute in noduri pentru o functie f si o parte din
derivatele sale.

Se cere determinarea unui polinom H a carui valori in
punctele x; sd coincida cu valorile functiei f, adica:
H(xi) = f(xj), pentru 1 <1 < n si in plus valorile derivatei
polinomului H sa coincida cu valorile derivatei functiei pana la
ordinul m;-1 pentru fiecare valoare x;.

Pentru wvalori z # x;, valoarea polinomului H(z)
aproximeaza valoarea functiei f(z).

Prezentarea metodei
Pentru constructia polinomului H propunem formula
Hermite.
Pentru z € [x, z,], se cere:
H(z)= f<xl>+ f<xlx1>(z - x1)+ e F <X, X e X >
Nt i il

m; —ori

(z=x)" T XL X s X, X, > (2 X)) ™
%,—/

m, —ori

1 <X X s X[ X s K g peres Kypoeey Xy s Xy geees Xy >

m, —ori m, —ori m, —ori
(z=x)" (2= x)"™ (2 = x, )™
\Z — X, Z—X, LA\Z =X, N

unde diferentele divizate pe noduri multiple sunt elementele
tabloului D din algoritmul precedent.
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24. Aproximarea functiilor prin spline cubic cu derivata a
doua nula la extremitatile intervalului de aproximare

Prezentarea problemei

Se dau Xg, X1, ..., Xa € R, Xj # Xj, 1 # ], noduri de
interpolare; fo, f1, ..., f, € R valorile cunoscute in x;, 0 < 1 <n,
ale unei functii f §i trebuie sa obtinem functia S cu proprietatile

S risi, 1 <i < n este polinom de gradul 3; S(xi) = fj,

[Xk] ’Xl]

0<i<n;S,S’, S’ continue pe [Xo,Xx].

Prezentarea metodei
Notam h; = x; — Xj.1, 1 £1<nsiavem:

(D) Si(x)z ui(X—Xi—1)3 +ui_1(Xi —X)3 +[fi . ﬁ] X=X, N

1 1

h.

2
j{fil —u, %j Xi ™ X ,1<i<n, x e [xi, X]
unde, am notat S”’(xj) =u;, 0 <i<n

Avem S”’(x0) =S’ (xp) =0 =>up=u, =0.

Pentru a obtine spline-ul cubic S, avem nevoie de

restrictiile sale, S; pe fiecare interval unde: u;, uy, ..., Uy sunt
necunoscute, determinate ca solutie a sistemului:
h. h. +h, h. f.,, —-f f —f
i i i+1 i+1 _ i+l i i i—1
() Zui—l + 3 u; + 6 Uiy = b T )

i+l i

1<i<n-l,cuuy=1u,=0.
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Matricea sistemului (2) este tridiagonald — simetrica si are

urmatoarele elemente:

3)

a, ( h., )/3 1<i<n-1 - pediagonala principala
b, =h
=h._,/6, 1<i1<n-2 - subdiagonala principalad

i+l

/6, 1<1<n-2 - deasupra diagonalei principale

i+1

iar termenul liber al sistemului (2) are componentele:

() t; = (fis1 - f)/hjs — (f—fi))/h;, 1 <1< n-1.

Pentru rezolvarea sistemului (2), folosim factorizarea LR
pentru matrice tridiagonale si inlocuind uj, uy, ..., u,., astfel
obtinute, in (1), gasim S.

Aplicatie

Se da tabelul:

xi |-1 0 1

fi |5 1 1 11

Avem:hi=hy=h;=1;uy=u3;=0.
Se obtine sistemul:

F -G

cu solutia: u; = 2,4 siup, = 14,4.
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25. Aproximarea functiilor prin spline cubic cu prima
derivata egala cu prima derivata a functiei la
extremitatile intervalului de aproximare

Prezentarea problemei

Se dau xo, X1, ..., Xon € R, X; # Xj, 1 # j, noduri de
interpolare; fo, f1, ..., f, € R valorile cunoscute in x;, 0 < 1 <n,
ale unei functii f; fo’, f,’, valorile f*(x¢) si £'(xn).

not
Trebuie sa obtinem functia S cu proprietatile S|[x, ‘] =S,

I <1 < n este polinom de gradul 3; S(x;) = fi, 0 <1 < n;
S’(xj)=1’,1=0,1=n; S, S’, S”’ continue pe [Xo,Xy].

Prezentarea metodei
Notam h; = x; — Xj.1, 1 £1<nsiavem:

(I)Si(x): ui(X_Xi—l)3 +ui—1(xi _X)3 +(fi _u, .%Jx—hxil N

1

i

6

unde, am notat S”’(xj) =u;, 0 <1< n.

Pentru a obtine spline-ul cubic S, avem nevoie de
obtinerea restrictiei sale S; pe fiecare interval unde: uy, uy, ..., Uy
sunt necunoscute, determinate ca solutie a sistemului:

h’ )x. —x i
+(fi—l _ui—l — 1h s 1 S 1 S n, X € [Xi-la Xi]a

i

64



h h f, -1 '
—tu, +—tu, =71,
3 6 h,
hi u +hi +hi+l u, +£ui+l =fi+1 _fi _fi _fi—l J1<i<n-
6 3 6 h,, h,
h h v f, -1
“u,, +—2u, =f, -
6 3 h,

Matricea sistemului (2) este tridiagonald, simetricd si are
elementele pe diagonala principald, deasupra diagonalei
principale si respectiv sub diagonala principala, date de
relatiile:
a,=h/3a, =(h +h_)/3,1<i<n-l;a =h /3,

(3) b, =h,,,/6,0<i<n-I,

¢, =h./6,0<i<n-1,
iar termenul liber are componentele:

t :(fl_fo)/hl_fo
@)t =(F, —F Vhy, —( ~f /h;, 1<i<n-1

tn = fn’ - (fn - fn—l )/hn
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Aplicatie

Se da tabelul:
X; -1 0 1 2
f; 122 -6 -36
i 19 - - -35

Avem: h] = hz = h3 =1.
Se obtine sistemul:

2 1 0 0)(u) (-30
14 1 0f|u | [-132
0 1 4 1||u,| |-132
001 2)lu) (=30

cu solutia: up = -2, u; =-26, u, =26, uz3 = 2.
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26. Metoda celor mai mici patrate pentru aproximarea
functiilor — cazul discret

Prezentarea problemei

Se dau xj, X2, ..., Xm € R; fi, f5, ..., fin € R (reprezinta
valori cunoscute in x;, 1 < 1 < m, pentru o functie f);
Wi, W2, ..., Wm € Ry (reprezinta ponderi) si se cere:

(1) po(x) = ki_oak(pk(x)

elementul de cea mai buna aproximare pentru f, in sensul celor mai mici patrate, unde: n este
dat, iar:
@) {(Po (X)

1, (V)XER
x*, (V)xeR, 1<k <n

@y (X)

Prezentarea metodei

Notam:
f; (PO(XI) (Pk(xl)
3) T= f, L, = (Po(xz) LB, = (Pk(xz) 1<k<n.
fm (pO(Xm) (Pk(Xm)

Pentru u, v € R™, definim produsul scalar:
@ (wLv)=> W, u, v,
k=1

Pentru a obtine coeficientii ay, ai, ..., a, ai lui po din (1),
se rezolva sistemul:
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%)
<60a$0> <61)$0> <$n’$0> a, <fa60>
<60a61> <$1a61> <6n’61> . a, <f>$1>
<6076n> <6176n> <6n7$n> a, <f=6n>

De asemenea, consideram o coloana in plus in matricea B,

coloana n+1 care contine termenii liberi ai sistemului (5).

Folosind (2), (3), (4), calculam elementele matricei B cu

formulele:

m m
— . — — J ;
by, = E Wys by =bj, = E W, X, 1<j<n
k=1 k=1

m
(6) <by=b;=>w,-x.?, 1<i<n,i<j<n
k=1

m m
— . _ i .
b0,n+1 _Zwk 'fka bi,n+1 _zwk 'fk *Xgo 1<1<n
k=1 k=1

Aplicatie
Se da tabelul:
Xi 1 2 4
f; 10 5 2 1
Wi 1 1 1 1
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Sa se aproximeze parabolic functia de mai sus.

2
Avem: m=4,n=2,po(x) = ap+ ajx + ax".
Se obtine sistemul:

4 13 57 a, 18
13 57 289 |-|a, |-|34
57 289 1569 ) \a, 98
cu solutia:
ap =14.311557789,

a; =-5.2663316585,
a, =0.5125628141.
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27. Metoda trapezului pentru evaluarea integralelor

Prezentarea problemei
b
Fiind data integrala definita: If (x)dx ne propunem

stabilirea unei formule care sd aproximeze valoarea integralei.

Prezentarea metodei
Fie [a,b] c R si
a=1xXo<Xxj<..<X,=Db, odiviziune a lui [a,b]
. ) b-a
cux;=%Xo+ti1h,0<i<n, h= .
n
Metoda trapezului, propune urmatoarea aproximare pentru
integrala definita:

ij(x)dx - {f(a)+ 2gf(xi)+ f(b)]

Aplicatie

1
I:J' dx
) X +1
pentru g = 10 = 1=0,69314813423, in 9 pasi
pentru € = 10% = 1=0,69314718146, in 14 pasi
pentru € = 10° = 1=0,69314718083, in 15 pasi
Valoarea exacta I =In2 = 0,69314718056
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28. Metoda Simpson pentru evaluarea integralelor

Prezentarea problemei
b
Fiind data integrala definita: If (x)dx ne propunem

stabilirea unei formule care sa aproximeze valoarea integralei.

Prezentarea metodei
Fie [a,b]c R si
a=1xXo<Xxj<..<X,=Db, odiviziune a lui [a,b]
. : b-a
cux;=Xo+ti1h,0<i<n, h= .
n
Metoda Simpson, propune urmatoarea aproximare pentru
evaluarea integralei:

IJ:f(x)dx ~ %[f(a)+ 22:1 £(x, )+ 4“2_l f(%) ; f(b)} ,

i=0

Aplicatie

1
= J' dx
) X +1
pentru e = 10" = 1=0,69314765282, in 4 pasi
pentru € = 10% = 1=0,69314718067, in 7 pasi
pentru e = 10" = 1=0,69314718056, in 9 pasi
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29. Metoda Newton pentru evaluarea integralelor

Prezentarea problemei
b
Fiind data integrala definita: If (x)dx ne propunem

stabilirea unei formule care sa aproximeze valoarea integralei.

Prezentarea metodei

Fie [a,b]c R si
a=1xXo<Xxj<..<X,=Db, odiviziune a lui [a,b]
b-a

n
Metoda Newton, propune urmatoarea aproximare pentru evaluarea integralei:

j@;m { +3z(c(2x ), of % f"m D*f(b)}

cux;=Xo+ti1h,0<i<n, h=

Aplicatie
1
I:J' dx
o X +1

pentru € = 10° = I= 0,69314739068, 1n 4 pasi
pentru e = 10" = 1=0,69314718061, in 7 pasi
pentru e = 10" = 1=0,69314718056, in 8 pasi

72



30. Evaluarea numerica a integralelor duble pe
domenii convexe de frontiera poligonala

Consideram integrala dubla ”f (x,y)dxdy, unde DcR?
D

este un domeniu conex de frontiera poligonala.
I. Presupunem ca D este un domeniu triunghiular de

varfuri Vi(x1,y1), Va(x2,y2), Vi(X3,y3). J.J' f(x,y)dxdy poate fi
D

aproximata numeric folosind una din urmatoarele formule:

(M [0 y)dxdy = %(f(xl,yo + f0,y2) + f0,y3)), unde

S reprezintd aria domeniului D (formuld avand ordinul de
exactitate unu).

@ [[foydxdy = @) ¢ foy) + oy +

D
91(x6,y¥Gg)), unde S reprezintd aria domeniului D iar G(xg,yc)
centrul de greutate al lui D (formula avand ordinul de exactitate
doi).

3 [[txydxdy= 6—5(') 8(E(x ] v, )+ £lxL, vl )+ £(xs, v )+

+3(f(X1aY1 )+ f(XzaY2 )+ f(X3,y3)+ 27f(XG Y6 )]a unde S
reprezintd aria domeniului D, G(xg,yg) centrul de greutate
al lui D, iar V/(x],y}), Vi(x4,y5), Vi(x},y;) mijloacele
laturilor opuse varfurilor Vi, V,, V3 respectiv (formuld avand
ordinul de exactitate trei).

II. Presupunem ca D este un domeniu convex de frontiera
poligonald. Introducem pe domeniul D o triangularizare T, data

NE
de T=UKi , unde K; — triunghi de varfuri V/(x},y));

i=1
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Vi(x5,y5); Vi(xi,yi), i=1,NE, iar NE — numirul total de
elemente triunghiulare ale lui T.
Astfel, obtinem:

”f(x y)dxdy = ZHf(x y)dxdy

i=l X,
Evaludnd numeric fiecare integrala dubla definitad pe cate
un domeniu triunghiular Kj, 1= l,ﬁ, conform formulelor de
la cazul I, obtinem prin sumarea rezultatelor valoarea
aproximativa a integralei duble ” f(x,y)dxdy initial data.
D

Aplicatie. Caz I
j j Jxy — y>dxdy , unde D — triunghiul de varfuri V,(0,0);

D
V(10,1); V3(1,1).
Aplicand formula (1) obtinem:

”wlxy —y*dxdy = 4,495
D

Aplicatie Caz Il
—————dxdy, unde D = {(x, y]x eli3lye [0;1]}.

'” \/_(1 + Xy)

Observatie: Valoarea exacta este: 0,496233.
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31. Metoda Euler pentru rezolvarea unei probleme
Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale ordinare

Prezentarea problemei
Fie problema Cauchy:

y'=1f(x,y)
M {Y(Xo): Yo

Prezentarea metodei

Se considera [xy, x,] < R, unde:
Xi+1 =X;+th, 0<i1<n-1
si se cer valorile aproximative ale solutiei problemei (1), notate
yi, unde yi = y(x;), | <i<n.
Formulele folosite sunt:
X, =X;+h

() 1Y =i +hf(Xi>Yi)
cu 0<i<n-1

Aplicatie
2

Fie problema (1) y X
y(1)=1
Se considera [1; 1,5] cuxi=1+0, 1-, 0 <1< 5. Se cer valorile y,
Y2, V3, V4, ¥5 care aproximeaza y(1,1); y(1,2); y(1,3); y(1,4); y(1,5).
Astfel, pentru aceste valori, obtinem aproximarile:
1,2099570480
1,4399062866
1,6898477157, in 8 ,, imbunatatiri” pentru € = 10
1,9597813354
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2,2497071456
1,2099973144
1,4399941404
1,6899904782, in 13 ,, imbunitatiri” pentru & = 10
1,9599863276
2,2499816888

Valorile exacte ale solutiei y = x> sunt:
1,21; 1,44; 1,69; 1,96; 2,25.
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32. Metoda Runge-Kutta de ordinul doi pentru
rezolvarea unei probleme Cauchy asociata
unei ecuatii diferentiale ordinare

Prezentarea problemei

()

Fie problema Cauchy:
{Y=f@dﬂ

Y(X0)= Yo

Prezentarea metodei

Se considera [xy, x,] < R, unde:
Xi+1 =Xjth, 0<i<n-1

si se cer valorile aproximative ale solutiei problemei (1), notate
yi, unde yi = y(x;), | <i<n.

Formulele folosite sunt:

X, =X, +h
Yian =i +(k1 +3k, )/4,unde
) k, =hf(x,y,)
k, =hf(x, +2h/3,y, +2k,/3)
cu 0<i<n-1
Aplicatie

=2y
Fie problema (1) y= X

y(1)=1

Se considera [1; 1,5] cux;j=1+0, 11,0 <1< 5.
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Se cer valorile yi, y2, y3, V4, ¥5 care aproximeaza y(1,1); y(1,2);

y(1,3); y(1,4); y(1,5).
Astfel, pentru aceste valori, obtinem aproximadrile:

1,2099972846

1,4399943092

1,6899910738, in 5 ,, imbunatatiri” pentru € = 10°
1,9599875787

2,2499838240

1,2099999998

1,4399999996

1,6899999993, in 13 ,, imbunatatiri” pentru ¢ = 10
1,9599999991

2,2499999987

Valorile exacte ale solutiei y = x> sunt:

1,21; 1,44; 1,69; 1,96; 2,25.
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33. Metoda Euler pentru rezolvarea unei probleme Cauchy
asociata unui sistem de doua ecuatii diferentiale ordinare

Prezentarea problemei
Fie problema Cauchy:
y'=1(x,y,2)
z'=g(x,y,z)
¥(X) =Y,
2(X,) =2,
Se cere sd se aproximeze solutia problemei date pe
[X0, Xn].

(D)

Prezentarea metodei
Se considera [xy, x,] < R, cu diviziunea de pas h:
X1 =X;+th, 0<i<n-1
si se cer valorile aproximative ale solutiei problemei (1), notate
yi, respectiv z;, unde y; = y(xi), zi= z(xi), 1 <1 <n.
Formulele folosite sunt:
X, =X; +h
Yin =Y; +hi(x;,y;,7)
z,,, =z; +hg(x,,y,,7,)
cu 0<i<n-1

2)
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Aplicatie
y'=xly
2=2(x> +y))(xy")
y(H)=1
z()=1
Se considera intervalul [1; 1,5] cu diviziunea x; = 1+0,11,
0<i<5. Se cer valorile yi, y2, y3, Y4, ¥s, respectiv zy, za, Z3, Za,

zs, care aproximeaza y(1,1); y(1.2); y(1,3); y(1,4); y(1.5)
zespectiv z(1,1); z(1,2); z(1,3); z(1,4); z(1,5).

Fie problema (1)

Astfel, pentru aceste valori obtinem aproximarile:
1,1000000015 si 1,2099919436

1,2000000030 si 1,4399824221

1,3000000045 si 1,6899714354, 1in 12 ,,imbunatatiri®,
1,4000000060 si 1,9599589836  pentrug=10"
1,5000000075 si 2,2499450664

y(x)=x

Solutia exacta este { R

z(X) =X
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