
1. ECUAŢII DIFERENŢIALE 
Consideraţii  generale  

 
 

 Studiul ecuatiilor diferenţiale formeazã obiectul unui capitol foarte important 
al matematicii, atât datoritã rezultatelor teoretice deosebit de interesante cât şi pentru 
cã ele au  nenumãrate aplicaţii  în cele mai diverse domenii. 
 Ceea ce deosebeşte o ecuaţie diferenţialã de o ecuaţie algebricã este faptul cã 
necunoscuta nu este un numãr ci o funcţie care satisface o anumiã egalitate şi care 
trebuie determinatǎ. 
  Multe fenomene sunt descrise cu ajutorul ecuaţiilor diferenţiale obţinute prin 
metoda cunoscutã sub numele de “metoda diferenţialelor. Aceasta constã în 
înlocuirea unor relaţii ce apar între creşterile infinit de mici ale unor cantitãţi care 
variazã în timp  prin relaţii între diferenţialele (derivatele) lor.  
 Spre exemplu viteza instantanee ( )0v t  de deplasare a unui mobil care la 

momentul  a parcurs distanţa t ( )s t  este ( ) ( ) ( ) ( )
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sãu acceleraţia corpului la momentul  este 0t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
0

0
lim ' ''
t t

v t v t
a t v t s t

t t→

−
= = =

− 0 0 . In relaţiile ce descriu mişcarea viteza se va 

considera ( ) ( )'v t s t=  şi ( ) ( ) ( )tstvta ''' == . 
 Exemplu : Mişcarea unui corp sub acţiunea greutãţii sale şi 
întâmpinând o rezistenţã a aerului proporţionalã cu viteza sa (acest caz 
corespunde vitezelor mici) poate fi descrisã cu ajutorul unei ecuaţii diferenţiale. 
    Se noteazã ( )v t viteza instantanee a corpului la momentul de timp . 

Rezistenţa aerului va fi 

0t >

( ) ( )R t kv t= . Legea fundamentalã a mecanicii ( F ma=
ur r

) 
conduce la relaţia ( ) ( )'mg kv t mv t− =  
care reprezintã o ecuaţie diferenţialã cu necunoscuta ( )v v t= . Pentru a determina 
viteza instantanee a corpului trebuie rezolvatã aceastã ecuaţie. 
 Probleme fundamentale în teoria ecuaţiilor (în general) sunt determinarea 
soluţiilor lor sau aproximarea acestor soluţii dacã determinarea analiticã nu este 
posibilã.  
 Teoria ecuaţiilor diferenţiale are mai multe ramuri: 
- teoria cantitativã se ocupã de rezolvarea analiticã a ecuaţiilor. Sunt precizate 
tipurile de ecuaţii ale cǎror soluţii se pot obţine analitic şi tehnicile de rezolvare a lor. 
- teoria calitativã  încearcã sã deducã proprietãţile soluţiilor, chiar dacã expresia lor 
analiticã nu poate fi cunoscutã 
- aplicarea metodelelor  numerice pentru aproximarea soluţiilor 
 Scopul acestui capitol este prezentarea celor mai importante elemente ale 
teoriei cantitative a ecuaţiilor diferenţiale. 



 
1.1 Consideraţii generale 
 
 Definiţia 1. Se numeşte ecuaţie diferenţialã cu variabila independentǎ x , şi 
funcţia necunoscutã ( )y y x=  o egalitate de forma    

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ' ,..., 0nF x y x y x y x =                                     (1) 

unde 1: nF D R R+⊂ →  este o functie datã, continuã pe domeniul sãu de definiţie, iar 
( )', '', ny y y sunt derivatele lui . y

 Dacǎ ecuaţia (1) este scrisã sub forma  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xyxyxyxfy nn 1,...,',, −=                                  (1’) 

se spune cã  are formã explicitã. 
 Ecuaţia diferenţialã are ordinul “n” dacã derivata de ordin maxim care apare 
in ecuaţie este ( )ny . 
 Exemple:  
1)  nu este ecuaţie diferenţialã, pentru cã derivatele funcţiei 
necunoscute “y” nu apar in ecuatie, dar 

( ) 022 =+ xyx
( ) 0)''( 22 =+ xyx  este o ecuaţie diferenţialã 

de ordinul 2 cu funcţia necunoscutã “y” şi variabila independentã “x”. 
2) ( ) ( ) 0' =−+ mgtkvtmv  este o ecuaţie diferenţialã de ordinul I cu necunoscuta “v” 
şi variabila independentã “t”. Ea descrie mişcarea  unui corp sub acţiunea greutãţii 
sale şi întâmpinând o rezistenţã a aerului proporţionalã cu viteza sa (funcţia 
necunoscutã, , este viteza corpului). v

3) ( ) ( )
RC

tqtq
⋅

−='  este o ecuaţie diferenţialã de ordinul I cu necunoscuta “q” şi 

variabila independentã “t”. Ea descrie procesul de descãrcare al unui condensator de 
capacitate  într-o rezistenta R (funcţia necunoscutã “q” reprezintã sarcina 
electricã). 

C

4)  reprezintã o ecuaţie diferenţialã de ordinul 3 cu 
necunoscuta “y” şi variabila independentã ‘x”.  

0'''57"3'ln 2 =+−+−⋅ yxxyyyxx

5) ( ) ( )21 3x y dx x y dy+ + + − + = 0  reprezintã o ecuaţie diferenţialã de ordinul I  

pentru cã apar notatiile « dx » şi « dy » asociate formal cu derivatele de ordinul I. 
Necunoscuta problemei trebuie precizatã : dacã folosim notaţia dxdvy /'=  atunci 

ecuaţia se scrie sub forma ( ) 0'3)1( 2 =+−+++ yyxyx  şi necunoscuta ecuaţiei este 
 y, dar dacã vom considera  cã  dydxx /'=  ecuaţia se scrie sub forma 

( ) 03')1( 2 =+−+++ yxxyx  şi necunoscuta ecuaţiei este « x ». 
 



 Definiţia 2 Se numeşte soluţie a ecuaţiei diferenţiale (1) pe intervalul 
 orice funcţie I R⊂ : I Rφ → ,  derivabilã de  ori pe , care verificã ecuaţia,  adicã 

pentru orice 

n I

x I∈ are loc egalitatea ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ' ,..., 0nF x x x xφ φ φ = . 

Existã trei tipuri de solutii: 
• Soluţia generalã a ecuaţiei (1) este soluţia care depinde de x  şi de  

constante arbitrare (exact atâtea cât este ordinul ecuaţiei), adicã 
este de forma 

n
nCCC ,...,, 21

( )1 2, , ,..., ny x C C Cφ= . Aceasta este forma explicitã a soluţiei 
pentru cã se precizeazã modul în care funcţia necunoscutã depinde de 
variabila independentã 

y
x  

Uneori soluţia generalã este prezentatã în formã implicitã (integrala generalã a 
ecuaţiei), adicǎ  ( )1, , ,..., 0nx y C CΩ = . 
Soluţia generalã se poate obţine şi sub formã parametricã :  

( ) ( )1 1, ,..., , , ,...,n nx f t C C y g t C C= =  
• Orice soluţie care se obţine din soluţia generalã pentru anumite valori 

particulare ale constantelor se numeşte soluţie particularã. 
• Soluţiile ecuaţiei care nu se pot obţine prin acest procedeu din soluţia 

generalã se numesc soluţii singulare. 
 
 In probleme practice, alãturi de ecuaţia diferenţialã trebuie considerate şi 
condiţii iniţiale  

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0 1 0, ' ,..., n

ny x y y x y y x y−
1−= = =                           (2) 

 Ecuaţia (1) împreunǎ cu condiţiile iniţiale (2) formeazǎ o problemã Cauchy. 
 Soluţia unei probleme Cauchy (1)+(2) se obţine impunând condiţiile iniţiale 
(2) soluţiei generale a ecuaţiei (1).  
 
Exemple 
1.    este o ecuaţie diferenţialã de ordinul I. cu necunoscuta  y. 2' 3y x=

 Soluţia sa generalã este ( ) 3: ,y R R y x x C→ = +  deoarece verifica ecuaţia. 

Ea depinde de o singurã constantã. ( ) 3 1y x x= + , ( ) 3 2y x x= −  sunt soluţii 
particulare ale ecuaţiei pentru cã au fost obţinute din soluţia generalã pentru , 
respectiv 

1C =
2C = − . Existã o infinitate de soluţii particulare ale ecuaţiei. 

 
2. 2' 1y = − y  este o ecuaţie diferenţialã de ordinul I. cu necunoscuta  y si variabila 
independentã x. 

Funcţia ( ) ( ): , , sin
2 2

y C C R y x x Cπ π⎡ ⎤− + → = −⎢ ⎥⎣ ⎦
reprezintã soluţia generalã a 

ecuaţiei. 



 Funcţia ( ): , , sin
2 2

y R y xπ π⎡ ⎤− → =⎢ ⎥⎣ ⎦
x  este soluţie particularã (obţinutã din soluţia 

generalã pentru 0C = ). 

Funcţia [ ] ( ): 0, , sin cos
2

y R y x x ππ ⎛ ⎞→ = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x  este soluţie particularã (obţinutã 

din soluţia generalã pentru 
2

C π
= ). 

Alte soluţii particulare se pot obţine în acelaşi mod, pentru fiecare domeniul de 
definiţie fiind altul. 
Ecuaţia admite soluţiile singulare ( )1 1: , 1y R R y x→ = ( şi )2 2: , 1y R R y x→ = − . 
 
3. ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 22 2y y y y− + − = 0  este o ecuaţie diferenţialã de ordinul 5. 
Soluţia sa generalã este ( ) 2

1 2 3 4 5: , cos sixy R R y x C C x C e C x C x→ = + + + + n . 

( ) ( ), 3 siy x x y x x= = − n  sunt exemple de soluţii particulare. 
 

4. Problema Cauchy 
( ) ( ) ( ) ( )

'''4 5 '' 4 ' 4 0
0 5, ' 0 2, '' 0 3, ''' 0 24

IVy y y y
y y y y
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⎨
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are soluţia ( ) 22 5coxy x xe x= + s . Aceastã soluţie se obţine din soluţia generalã a 

ecuaţiei diferenţiale, anume ( ) 2 2
1 2 3 4cos sinx xy x C e C xe C x C x= + + +  determinând 

constantele din sistemul
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Soluţia sistemului este 0,5,2,0 4321 ==== CCCC  deci soluţia problemei Cauchy 
este  ( ) xxexy x cos52 2 +=
5. Soluţia generalǎ a ecuaţiei ( ) 0'lnln =⋅−+⋅ yyxyy , satisface relaţia    

Cyyx +=⋅⋅ 2lnln2 . 
Aceasta este forma implicitǎ a soluţiei.  

In adevǎr, prin derivarea relaţiei anterioare obţinem '1ln2'2ln2 y
y

yy
y
xy ⋅⋅⋅=⋅+⋅  , 

de unde rezultǎ ( ) 0'lnln =⋅−+⋅ yyxyy  adicǎ faptul cǎ funcţia y satisface 
ecuaţia diferenţialǎ şi deci este soluţia sa generalǎ (deoarece depinde de o 
constantǎ). Determinarea formei sale explicite este mai dificilǎ. 
6. Soluţia generalǎ a ecuaţiei ( ) ( ) 0'2334 2 =++++ yxxyyyx  satisface relaţia  



.3234 Cyxyxx =++  
Derivând relaţia anterioarǎ obţinem  
adicǎ

0'3'234 223223 =++++ yxyxyyxyxx
( ) ( )[ ] 0'2334 22 =++++⋅ yxxyyyxx ceea ce aratǎ cǎ funcţia y satisface 

ecuaţia (variabila independentǎ x trebuie sǎ şi ia valori nenule deci primul factor al 
produsului poate fi considerat nenul). 
 
O problemã importantã in teoria ecuaţiilor diferenţiale este determinarea soluţiei 
generale a unei ecuaţii diferenţiale date. Acest lucru este posibil numai pentru un 
numãr restrâns de ecuaţii. Unele din aceste cazuri sunt prezentate în paragrafele ce 
urmeazã. 
 
Exerciţii propuse 
1. Sǎ se precizeze dacǎ funcţia ( )xyy = este soluţie a ecuaţiei diferenţiale (sau 
a problemei Cauchy) în urmǎtoarele cazuri. Pentru fiecare soluţie sǎ se 
precizeze domeniul sǎu de definiţie. 
a).                                      0'22 =−+ yxxyy ( ) ( )xCxxy ln/ +−=      

b).                                       
2

22' xxexyy −=+ ( ) ( ) 2xeCxxy −+=     
c).                                                2' xyyy =− ( ) ( )xeCxxy −⋅+−= 1/1  

d).                                  ( ) ( )⎩
⎨
⎧

==
=+−
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e).                                      xeyyy ⋅=− 86'5'' ( ) xeCeCxy xx 43
2

2
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f). ( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
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==
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141',121
08'124''12 2

yy
yyxyx               ( ) ( ) ( )2212 +⋅+= xxxy  

 
2. Sǎ se arate cǎ soluţia generalǎ a ecuaţiei ( ) 01'32 =++++− yxyyx , scrisǎ 

sub formǎ implicitǎ este Cyyxyxx
=−⋅+⋅++

3
3

2

32

. 

3. Sǎ se arate cǎ soluţia problemei Cauchy 0'=⋅+ yyx , ( ) 10 =y  satisface 
relaţia . Sǎ se precizeze forma parametricǎ a soluţiei. 122 =+ yx

4. Soluţia generalǎ a ecuaţiei 21' yy −=  este RCCy →+− ]2/,2/[:" ππ , 
.  ( ) ( )Cxxy −= sin

Sǎ se scrie soluţia problemei Cauchy 21' yy −= , ( ) 2/14/3 =πy  

Rezolvare: Din ( ) 2/14/3sin =−Cπ rezultǎ 2/π=C  deci soluţia este 
( ) ( ) xxxyRy cos2/sin,],0[: −=−=→ ππ  

 
 


