1. ECUATII DIFERENTIALE
Consideratii generale

Studiul ecuatiilor diferentiale formeaza obiectul unui capitol foarte important
al matematicii, atat datoritd rezultatelor teoretice deosebit de interesante cat si pentru
ca ele au nenumadrate aplicatii in cele mai diverse domenii.

Ceea ce deosebeste o ecuatie diferentiald de o ecuatie algebrica este faptul ca
necunoscuta nu este un numar ci o functie care satisface o anumia egalitate §i care
trebuie determinata.

Multe fenomene sunt descrise cu ajutorul ecuatiilor diferentiale obtinute prin
metoda cunoscutd sub numele de “metoda diferentialelor. Aceasta constd in
inlocuirea unor relatii ce apar intre cresterile infinit de mici ale unor cantitati care
variaza in timp prin relatii intre diferentialele (derivatele) lor.

Spre exemplu viteza instantanee v(to) de deplasare a unui mobil care la

momentul ¢ a parcurs distanta s(¢) este v(f,)= limw =s'(t,). La randul
=1 )

sau acceleratia corpului la momentul [N este
.ovlt) =l
a(to)zhm—( )=v(t) =v'(1y)
t—t, t—to
considera v(r)=s'(¢) si alt)=v'(c)= S”(Z).
Exemplu: Miscarea unui corp sub actiunea greutatii sale si
intimpinind o rezistentd a aerului proportionald cu viteza sa (acest caz
corespunde vitezelor mici) poate fi descrisa cu ajutorul unei ecuatii diferentiale.

Se noteaza v(t) viteza instantanee a corpului la momentul de timp #>0.

=5"(1,) . In relatiile ce descriu miscarea viteza se va

Rezistenta aerului va fi R(t) = kv(t) . Legea fundamentald a mecanicii (F =ma )
conduce la relatia mg — kv(t) = mv'(t)
care reprezintd o ecuatie diferentiald cu necunoscuta v = v(t) . Pentru a determina

viteza instantanee a corpului trebuie rezolvata aceasta ecuatie.

Probleme fundamentale in teoria ecuatiilor (in general) sunt determinarea
solutiilor lor sau aproximarea acestor solutii daca determinarea analitica nu este
posibila.

Teoria ecuatiilor diferentiale are mai multe ramuri:

- teoria cantitativa se ocupa de rezolvarea analitica a ecuatiilor. Sunt precizate
tipurile de ecuatii ale cdror solutii se pot obtine analitic si tehnicile de rezolvare a lor.
- teoria calitativd Tncearcd si deduca proprietatile solutiilor, chiar daca expresia lor
analiticd nu poate fi cunoscuta

- aplicarea metodelelor numerice pentru aproximarea solutiilor

Scopul acestui capitol este prezentarea celor mai importante elemente ale
teoriei cantitative a ecuatiilor diferentiale.



1.1 Consideratii generale

Definitia 1. Se numeste ecuatie diferentiala cu variabila independentd x, si
functia necunoscuta y = y(x) o egalitate de forma

F(x,y(x),y'(x),...,y(")(x))=0 (1)
unde F:Dc R"™" — R este o functie datd, continud pe domeniul sau de definitie, iar
Y,y y(") sunt derivatele lui y .
Daca ecuatia (1) este scrisa sub forma

y(") = f(x,y(x), y'(x),...,y("fl)(x)) (1%
se spune ca are forma explicita.
Ecuatia diferentiala are ordinul “»” daca derivata de ordin maxim care apare

(n)

in ecuatie este y'"’ .
Exemple:
1) x*+ yz(x)=0 nu este ecuatie diferentiald, pentru cd derivatele functiei

(132

necunoscute “y” nu apar in ecuatie, dar x* + (y”(x))2 =0 este o ecuatie diferentiala

N e

de ordinul 2 cu functia necunoscuta “y” si variabila independenta “x .

2)ymy' (t)+ kv(t)— mg =0 este o ecuatie diferentiald de ordinul I cu necunoscuta “v”
si variabila independentd “¢”. Ea descrie miscarea unui corp sub actiunea greutatii
sale si intampinand o rezistentd a aerului proportionald cu viteza sa (functia
necunoscutd, v, este viteza corpului).

9

4 . . . . .
3) q'(z‘)z—ﬂ este o ecuatie diferentiald de ordinul I cu necunoscuta si
C-R ’ ’ 1

variabila independenta “#”. Ea descrie procesul de descarcare al unui condensator de
[P

capacitate C intr-o rezistenta R (functia necunoscutd “q” reprezintd sarcina

electrica).

4) x-Inx — y'+3y"—7xy +5x%y""'=0 reprezinti o ecuatie diferentiald de ordinul 3 cu

(Y32l 99

necunoscuta “y” si variabila independenta ‘x”.
5) (x +y+ l)dx + (x -y + 3)dy =0 reprezintd o ecuatie diferentiald de ordinul I

pentru cd apar notatiile « dx » §i « dy » asociate formal cu derivatele de ordinul I.
Necunoscuta problemei trebuie precizatd : dacd folosim notatia y'=dv/dx atunci

ecuatia se scrie sub forma (x+ y+1) + (x -yi+ 3)y'= 0 si necunoscuta ecuatiei este
y, dar dacd vom considera cd  x'=dx/dy ecuatia se scrie sub forma

(x+y+ l)x’+(x -yi+ 3)= 0 si necunoscuta ecuatiei este « x ».



Definitia 2 Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale (1) pe intervalul
I c R orice functie ¢:1 — R, derivabild de n ori pe [, care verifica ecuatia, adica

pentru orice x € [ are loc egalitatea F(x,¢(x),¢'(x),...,¢(") (x)) =0.

Exista trei tipuri de solutii:

e Solutia generald a ecuatiei (1) este solutia care depinde de x si de n
constante arbitrare C,,C,,...,C, (exact atdtea cat este ordinul ecuatiei), adica
este de forma y =¢(x, CI,CZ,...,Cn). Aceasta este forma explicitd a solutiei
pentru ca se precizeazd modul in care functia necunoscutd y depinde de

variabila independenta x
Uneori solutia generald este prezentatd in forma implicitd (integrala generald a
ecuatiei), adica Q(x, v,C,...,C ) =0.

15 C,

Solutia generala se poate obtine si sub formad parametrica :

x=f(1,C,...C,), y=g(t.C,...C,)

e Orice solutie care se obtine din solutia generald pentru anumite valori
particulare ale constantelor se numeste solutie particulara.

e Solutiile ecuatiei care nu se pot obtine prin acest procedeu din solutia
generala se numesc solutii singulare.

In probleme practice, alaturi de ecuatia diferentiald trebuie considerate si
conditii initiale
y(xo)=yo,y'(xo):yl,...,y('kl)(xo):yn_] ()
Ecuatia (1) impreund cu conditiile initiale (2) formeaza o problema Cauchy.
Solutia unei probleme Cauchy (1)+(2) se obtine impunénd conditiile initiale
(2) solutiei generale a ecuatiei (1).

Exemple
1. y'=3x" este o ecuatie diferentiald de ordinul I. cu necunoscuta y.

Solutia sa generald este y:R —> R, y(x) =x’ +C deoarece verifica ecuatia.
Ea depinde de o singurd constanta. y(x) =x’+1, y(x) =x* =2 sunt solutii

particulare ale ecuatiei pentru ca au fost obtinute din solutia generala pentru C =1,
respectiv C = —/2 . Existd o infinitate de solutii particulare ale ecuatiei.

2. y'=4/1—y? este o ecuatie diferentiald de ordinul I. cu necunoscuta y si variabila

independenta x.
Functia y: {C - %, C+ %} —> R, y(x) = sin(x -C ) reprezintd solutia generald a

ecuatiei.



Functia y: [—%,%} — R, y(x)=sinx este solutie particulard (obtinutd din solutia
generald pentru C =0).

Functia y: [O,ﬂ'] —>R, y(x) = sin[x —%j =—cosx este solutie particulard (obtinuta

din solutia generald pentru C = %).

Alte solutii particulare se pot obtine 1n acelasi mod, pentru fiecare domeniul de
definitie fiind altul.

Ecuatia admite solutiile singulare y, :R —> R, y,(x)=1si y,:R—> R, y,(x)=-1.

() (4)

(3) (2)

3.y =2y +y7 =2y =0 este o ecuatie diferentiald de ordinul 5.
Solutia sa generald este y: R — R, y(x)=C, +Cyx+Cye™* + C,cosx+Cssinx.

y(x)=x, y(x)=3-sinx sunt exemple de solutii particulare.

Y —4y" +5y"—4y'+4=0
y(0)=5, y'(0)=2, y"(0)=3, y"'(0)=24

are solutia y(x)=2xezx +5cosx. Aceastd solutie se obtine din solutia generald a

4. Problema Cauchy {

ecuatiei diferentiale, anume y(x)=Ce™ +C,xe™* + Cycosx+C,sinx determinand
y(0)=C+C5=5

(0)=2C,+C,+C, =2

'(0)=4C, +4C, —C, =3

y"(0)=8C, +12C, - C, =24

Solutia sistemului este C, =0,C, =2,C; =5,C, =0 deci solutia problemei Cauchy

y 1
constantele din sistemul ’
y

este y(x)=2xe* +5cosx

5. Solutia generala a ecuatiei y-Iny + (x —In y)- y'=0, satisface relatia
2.-x-Iny=In*y+C.

Aceasta este forma implicita a solutiei.

. . . . . 2x 1
In adevér, prin derivarea relatiei anterioare obtinem 2:-lny+—-y'=2-Iny-—-y" |

de unde rezultdi y-Iny+(x—Iny)-y'=0 adicd faptul ci functia y satisface

ecuatia diferentiala si deci este solutia sa generala (deoarece depinde de o
constantd). Determinarea formei sale explicite este mai dificila.

6. Solutia generali a ecuatiei (4x +3y+3)° )+ (2xy +x)y'=0 satisface relatia



x+xyr+x’y=C.
Derivand  relatia  anterioard  obtinem  4x’ +3x%y” +2x°yy'+3xy + x*y'=0
adica x*- [(4x +3y+3y? )+ (ny + x)y']z Oceea ce aratda cd functia y satisface

ecuatia (variabila independentd x trebuie sa si ia valori nenule deci primul factor al
produsului poate fi considerat nenul).

O problema importanta in teoria ecuatiilor diferentiale este determinarea solutiei
generale a unei ecuatii diferentiale date. Acest lucru este posibil numai pentru un
numar restrans de ecuatii. Unele din aceste cazuri sunt prezentate in paragrafele ce
urmeaza.

Exercitii propuse
1. Si se precizeze daca functia y = y(x) este solutie a ecuatiei diferentiale (sau

a problemei Cauchy) in urmitoarele cazuri. Pentru fiecare solutie s se
precizeze domeniul siu de definitie.

a). y* +xy-x’y'=0 y(x)==x/(C+Inx)

b). y'+2xy = 2xe™ y(x)=(x+ C)e_x2

©). y-y=xy’ yx)=1/[1-x+C-e)
yvl_sy'+2y — 0 x 2x

d). y\x)=e +e
{y(0)= 2,y'(0)=3 y

e). y'-5y6y=8-¢' Wx)=Ce + e+

2 ' —
. (2X+1) y —4(2x+1)y +8y=0 y(x)=(2x+1)-(2X+2)

y(1)=12, y'(1)=14

2. Sa se arate ci solutia generald a ecuatiei (x -y* 4 3)y'+x+ y+1=0, scrisa
2 3

sub forma implicita este %+x+3-y+x-y—y?: C.

3. Sa se arate ca solutia problemei Cauchy x+y-y'=0, y(O)zl satisface

relatia x* + y* =1. S# se precizeze forma parametrici a solutiei.

4. Solutia generali a ecuatiei y'=+/1-)° este y":[C-7/2,C+7/2] >R,

y(x) = sin(x - C) .

Si se scrie solutia problemei Cauchy y'=4/1—y”, y(37r/4): /42

Rezolvare: Din sin(37/4-C)=1/ V2 rezulta C=7/2 deci solutia este
y:[0,7] = R, y(x)=sin(x—7/2)=—cosx



