2. Ecuatii diferentiale de ordinul I

Ecuatiile diferentiale de ordinul I au forma
F(x,y,y')=0.
Cel mai adesea ele sunt scrise in forma explicitd y'= f(X, y). Solutia lor generala

depinde de o singura constanta.
Nu orice ecuatie diferentiala de ordinul I poate fi rezolvata analitic.

Din punctul de vedere al rezolvarii analitice existd doud categorii importante

de ecuatii :

- ecuatii fundamentale (ecuatiile cu variabile separabile, ecuatiile liniare,
ecuatii cu diferentiale totale)

- ecuatii reductibile la ecuatii fundamentale (ecuatii omogene si reductibile la
ecuatii omogene, ecuatii care admit factor integrant, ecuatii de tip Bernoulli, de tip
Riccati, de tip Lagrange, de tip Clairaut etc)

Este foarte importantd cunoasterea algoritmului de rezolvare a ecuatiilor

fundamentale precum si a metodelor de reducere a celorlalte ecuatii la ecuatii
fundamentale.

1. Ecuatii cu variabile separabile
Forma generald a ecuatiei este

y'=1(x)-a(y) ©)

unde f,g sunt functii reale date, continue pe domeniul lor de definitie.
Solutiile ecuatiei g ( y) =0 sunt solutii, de obicei singulare, ale ecuatiei (3).
Daca g (y) # 0 rezolvarea constd in separarea variabilelor urmata de integrare.
Metoda de rezolvare:

- se rezolva ecuatia g(y)=0 cu solutiile y;,Y,,..., ¥,

- se scriu solutiile singulare ale ecuatiei : y(X)=Y,, y(X)=Y,,...y(X)=Y,

Domeniul lor de definitie este domeniul de definitie al functiei f.

- se scrie ecuatia sub forma % = f(X) (ceea ce este posibil pentru g(y);t 0)

si se obtine integrala generald a ecuatiei : J% =I f (X)dX +C, adicd forma
aly
implicita a solutiei.
- din integrala generald se calculeaza (daca este posibil) y si se obtine forma

explicita a solutiei.



Observatie : Solutia particularda a ecuatiei (3) care indeplineste conditia initiala

y X
yY(X,) =Y, este data de I % = j f (t)dt . Ea se poate obtine din solutia explicitd
Yo X
impunand conditia initiala.
O forma particulard a ecuatiei cu variabile separabile este y'= f (X) . Solutia generala

a acestei ecuatii este y(X) :I f (x)dx

Exemple : Sa se rezolve
1. y'=x* +sinXx
X3
Solutia generala este y(x) = J-(X2 +sin x)dx =3 cosx+C

X
2. y'=
Y e
Solutia generala este y(x)zj- 2X dx=lln(x2+l)+C
X" +1 2

In acest caz f (X)= L si g(y)=1y, deciecuatia g(y)=0are solutia y=0 si functia
X
Y. :R—{0} >R, y (X) = 0 este solutie singulard a ecuatiei.

. . ' 1 .. . 1

Daca y # 0 ecuatia devine y__ 2 si integrala ei generala este j ﬂ = J.——dx .
y X y X

notatie

Rezultd In|y|=In|—{+C, = 1nl +InC=InC|—|, unde C>0este o constantd

1 1
X X

o y C . y :
arbitrard. Rezulta y=+—, C>0. In acest caz solutia generald se scrie sub forma
X

y:R—{0} >R, y(x):%, C=0.

Inlocuind C =0 in solutia generald se obtine solutia singulara Y, . Aceasta nu este insa

o solutie particulara deoarece valoarea C =0 nu este acceptabild in cadrul solutiei
generale.

2. Ecuatii liniare
Forma generald a ecuatiei liniare este

y'=P(x)-y+Q(x) (4
unde P,Q:| — R sunt functii date, continue pe domeniul de definitie.
Aceasta ecuatie se rezolva prin metoda variatiei constantei.



Metoda de rezolvare (metoda variatiei constantei)
- serezolva ecuatia omogena Yy'= P(X) -y care este o ecuatie cu variabile separabile

.[P(x)dx notatie
si se obtine solutia nenula y=C -e® = C-f(x)

- se considerd constanta C ca fiind functie de X, adica se scrie y(x)=C(x)- f ()

- se calculeazd y'(x)=C'(x)f(x)+C(x)f'(x) si se introduce in ecuatia (4);
termenii care contin pe C(X) se reduc si se obtine o ecuatie mai simpla de forma
C'(x)=g(x).

- serezolvd ecuatia C'(x)=g(x) si se obtine solutia C(x Ig x)dx + K

- se introduce expresia lui C(x) in y(x)=C(x) f(x) si se obtine forma explicitd a
solutiei ecuatiei (4).

Observatie : Forma explicita a solutiei ecuatiei (4) , pentru X, fixat, este

X S [p(t)at Ip(t)dt
y(x)= K+I Q(s)e™ ds |-e*

Xo
Aceastd expresie se obtine folosind algoritmul anterior dar e dificil de memorat si de
aceea se recomanda folosirea algoritmului pentru rezolvarea fiecarei ecuatii.
y'=y-ctgx+2X-sin X
y(z/2)=a

Functia ctgx nu este definitd in punctele nz, ne N . Din cauza conditiei initiale se va

Exemplu : Sa se rezolve problema Cauchy {

cduta solutia generald a ecuatiei pe intervalul (0.7).

dy cosX
Ecuatia omogend y'=y-ctgx are integrala generald j I
sin X

Rezultd In|y|=In|sinX|+C, = 1n(C | sin X |) care da solu‘gla y(x) =CsinX
Se aplica variatia constantei, adicd se considera y(x) =C (X)sin X.

Introducand y ’(x) =C '(X) sinx+C (X) cos X 1n ecuatia neomogena obtinem

COS X
Cc' i C =C i
(x)sinx +C(x)cos x (X)Smxsinx

+2xsinX. Termenii contindand factorul

C (x) se reduc si se obtine ecuatia C '(X) =2X cusolutia C (X) =x*+K.
Introducénd aceasta expresie in forma lui y(x) obtinem solutia generald a ecuatiei,
anume

y: (0,72') —->R, y(x) = (X2 + K)sinx unde K €R este o constanta arbitrara.



2 2
Din conditia y(;r/Z) =a rezultd {% + stin(%J =a, adicda K=a —% . Deci
”2
solutia problemei Cauchy este y: (0,72') - R, y(x) = (Xz +a- TJ sinX.

3. Ecuatii cu diferentiali totala
Forma generala a ecuatiei este

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 (5)
unde P,Qsunt functii date, de clasi C> pe domeniul DcR® si satisfac
. oP oQ .
relatia— (X, y)=—(X, entru orice (X,y)e D .
, ay( y)=—(xy)p (x,y)

Rezolvarea ecuatiei se bazeaza pe faptul ca exista functii de forma
X

u(x,y):jp(t,yo)dufo(x,t)dt

astfel incat dU(X’y) = P(X, y) dx + Q(X, y) dy . Spunem in acest caz cd ecuatia are
diferentiald totala. Ea se scrie sub forma dU, =0, deci solutia ecuatiei (5) va fi

data in forma implicitd de relatia U (x,y)=C.
Metoda de rezolvare
- se identificd in ecuatiec P(X,y)si Q(X,y) si se verifica egalitatea
T uy)=22(x
oy OX
- se determina functia U
- se scrie solutia ecuatiei sub forma implicitad U (X, y) =C . Daca este posibil, din

Y)

aceastd egalitate se afla y 1n functie de X si se obtine forma explicita a solutiei.
Exemplu : S3 se determine solutia generald a ecuatiei
(x+ y+1)dx+(x— y? +3)dy=0.

Inacestcaz P(X,y)=x+y+1si Q(X,y)=x—-y’+3 si %(x,y):%—f(x,y):l

2 3

(x,y =z|jP (t,0) dt+'[ (x,t) dt:'I (t+1) dt+I(x—t2+3)dt=X?+x+xy—y?+3y

Solutia generald a ecuatiei este data sub forma implicita de relatia
2 3

X y
— +X+3Yy+ XYy ——=
2 yr 3



Aceasta ecuatie nu poate fi rezolvata analitic n raport cu necunoscuta Yy, deci nu se
poate preciza forma explicita a solutiei.

4. Ecuatii reductibile la ecuatii fundamentale

Tehnica generald de rezolvare a acestui tip de ecuatii este urmatoarea :
- se reduce ecuatia la o ecuatie fundamentala

- se rezolva ecuatia fundamentala

- se scrie solutia ecuatiei initiale folosind solutia celei fundamentale

4.1 Ecuatii omogene
Forma generald a unei ecuatii omogene este y'= f (y/x)

y(x)

Prin schimbarea de variabila Z(X):
X

se obtine o ecuatie cu variabile

separabile.

Exemple : Si se determine solutia generald a ecuatiei Xy'—y = /x> + y’

2
Pentru x=0 ecuatia se scrie y'=l+ 1+(l) . Cu schimbarea de variabila
X X

y(x) . o ;
=——+ad =X- d "(x)= 1
z(x) L adicd y(x)=x-2(x), ecuatia devine z(x)+xz'(x)=2z(x)+1+2°(x),
care este o ecuatie cu variabile separabile, anume z':§\/1+ 2’ . Integrala generali a

ecuatiei este J. =.[ldx, adica ln(z +1+ 27 )zln |x|+C, =In(C|x]). Rezulta
X

dz
1+ 22

C2x* -1

z+1+2% =Cx , adica z(x):TH. Solutia generala a ecuatiei este
X
C*x* -1
:R-{0} >R, X)=X———
y:R-{0} y(x) 2CIx]

4.2 Ecuatii reductibile la ecuatii omogene sau cu variabile separabile
ax+by+c

Ecuatiile avand forma generald y'= f (—
a'x+b'y+c'

j pot fi reduse la ecuatii

omogene sau cu variabile separabile astfel :
. L .. |ax+by+c=0 _
- dacd a/a'#b/b' se rezolva sistemul de ecuatii care are solutia
a'x+b'y+c'=0
(XO, yo) . Prin schimbarea de variabile X=U+X,, y=V+Y,

se obtine o ecuatie omogena cu variabila independenta u si functia necunoscuta v .



- dacaa/a'=Db/b' se foloseste substitutia z=ax+Dby si ecuatia se transforma intr-o
ecuatie cu variabile separabile.
Exemple: 1. (2x+3y—-1)—(x—y-3)y'=0

Ecuatia se scrie sub forma y'= 2X+—3y;1 deoarece y = X—3 nu este solutie a
X—y—
2x+3y—-1=0 X=2

ecuatiei. Sistemul { are solutia unica {

X—y—-1=0 y=-1

X=Uu+2
Se face substitutia { ) si se obtine ecuatia omogena (2u + 3V) + (v - u)v' =0 cu
y=v-

. - o Vv © . .
functia necunoscutd v . Notand z =—, adicd v = zu ecuatia se reduce la ecuatia cu
u

22 +27+2

" . Integrala generala a acestei ecuatii este
-z

o . 1
variabile separabile z2'=—
u

1- 1 . .
j—zdz = I —du . Calculand cele doua integrale obtinem
u

7’ +27+2
In(2> +22+2)
f—%rctg(zﬂ):lnu +C.
= N v y+1 . . N e 1e e
Tindnd contcd z=—= 5 se obtine solutia generald sub forma implicita
u Xx-
ln«y+4)2+2(x—2Xy+4)+2(x—2f)—4anxg§i3%;1=0.
X —
Forma explicita a solutiei nu se poate determina.
2. (4x+6y+4)-3(6x+9y—2)y'=0
Ecuatia se scrie sub forma y'= _dxwoy+d .Deoarece 2. 4 = B =— seva
3(6x+9y—2) a' 18 b' 27

1

X z'-2 . .
rezultd y'= e Ecuatia devine

. o . z
folosi substitutia 2X+3y=2z.Din y=

z'-2 2z+4 .. . |
—_—= adica z'=
3 9z-6 3z-2

. Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile care se

poate scrie sub forma 3.1 2'=1.
8 4z

« . . 3.1 A
Integrala generala a acestei ecuatii conduce la relatia 3 z —Zln z=X+C . Tinand cont

de expresia lui z se obtine solutia generald a ecuatiei initiale, solutie scrisd sub forma
implicita :
3(2x+3y)-In(2x+3y)" -8x=C.



Nici in acest caz nu se poate preciza forma explicita a solutiei.

4.3 Ecuatii ce admit factor integrant

Q

Au forma generala P(X,y)dx+Q(x,y)dy=0 cu %3 -~ dar pentru care existd
X

functia = ,u(X, y) # 0, numita factor integrant, astfel incat %( ,uP) = 82( ,uQ) .
X

Dacd factorul integrant ,u(x, y) poate fi determinat, atunci ecuatia
1(X%y)P(x,y)dx+ u(x,y)Q(X,y)=0 este o ecuatic cu diferentiald totald,

echivalentd cu cea initiala.

Nu toate ecuatiile au factor integrant, existd doar cateva cazuri importante dintre care
mentionam:
oP/oy—0Q/ox

Q

doar de X si = u(x) satisface ecuatia p'= u

- daca depinde doar de X atunci existd factor integrant ce depinde

oP /oy —0Q/ox
Q

depinde doar de y atunci atunci existd factor integrant ce

4.3.1)

0Q/0x—0oP/oy
P

- daca

0Q/0x—o0P /oy
a P
Pentru rezolvarea ecuatiilor cu factor integrant se parcurg urmatoarele etape :
- se determina factorul integrant rezolvand ecuatiile diferentiale (4.3.1) sau (4.3.2)
- se scrie ecuatia cu diferentiale totale corespunzatoare
- se rezolva ecuatia cu diferentiale totale (cu necunoscuta Yy = y(x)) si se obtine astfel

depinde doarde ysi p= y(y) satisface ec. y'= (4.3.2)

solutia ecuatiei initiale.
Exemplu : (4x +3y+3y? )dx +(2xy +x)dy =0 .

In acest caz P(X,y)=4x+3y+3y’ si Q(X,y)=2xy+X .
Q

oP . . . .
Rezultd cd —=6y+3 si a—=2y+1. Ecuatia nu are diferentiala totald deoarece
X

P 0Q

P aQ oy

— . TotusiTang depinde numai de X, deci se poate alege un factor
X

oy oX

. . . 2 .
integrant de forma x = y(x) . El va satisface ecuatia u'= u-— care este o ecuatie cu
X

variabile separabile cu solutia y(x) = x*. Din inmultirea cu x* a ecuatiei initiale se
obtine ecuatia cu diferentiala totalad
(4x3 +3x%y? +3x2y)dx+(2x2y+ x3)dy:0.



X y
- Functia  U(x,y)= '[4t3dt + I(szt + X )dt =x'+x’y*+x’y. Solutia ecuatiei,
0 0
scrisd sub forma implicitd va fi deci x* + x*y* + x>y =C . Ea este si solutia ecuatiei
initiale.

4.4 Ecuatii de tip Bernoulli
Forma generald este y'=P(x)-y+Q(x)-y*, unde @eR, a#0, a#l si
P,Q: 1 — R sunt functii date, continue pe I.
Pentru a>0 ecuatia are solutia singulard y:1 > R, y(x)z 0.

1-a

Prin schimbarea de functie z=y “ se obtine o ecuatie liniard. Dacd solutia ecuatiei

liniare este z, atunci solutia ecuatiei initiale este y = Zg”‘f1 .
, 4
Exemplu: y'=—y+ XYy .
X

1-1/2 _

In acest caz a=1/2. Se foloseste substitutia z=Yy y"?. Rezulti y=7° si

y'=2.z2-7".
. . N - , 4
Ecuatia devine 2-z-2'=—2z" + Xz, adica z| 2z2'-—z—-x |=0.
X X
Din solutia z =0 rezulta solutia singulard y=0.

S 2_ X . 1
Ecuatia liniard z'=—z+ 5 are solutia z ( X) = (Eln X+ Kj -x* care conduce la
X

2
y(x)=(%lnx+ Kj x*.

4.5. Ecuatii de tip Ricatti
Forma generala este y'+P(x)-y? + Q(x)-y + R(x)=0
Aceste ecuatii se pot rezolva numai dacd se cunoaste macar o solutie particulard a
lor :
- dacd se cunoaste o solutie VY, (X), prin transformarea Yy =Y, +1/Z se obtine o ecuatie
liniard i neomogena ;
Y=y

- daca se cunosc douad solutii Y, si Y,, prin schimbare de variabila z =
Y=Y,

se obtine

o ecuatie liniara si omogena ;
- daca se cunosc trei solutii Y,,Y,,Y; atunci solutia se obtine direct din relatia

Y-V y3_y1=C.

Y=Y, Y¥s—Y,



Exemplu : Sa se rezolve ecuatia y'+ 31 " Y ———y- =0

a) stiind ca admite solutia y, =—x" ;

b) stiind cd admite solutiile yl(x)z—x2 si yz(x)z—l/x ;
, Vo (X)==1/xsi y;(x)=x+1.

c) stiind cd admite trei solutii Y, (X) =

N . . . . 1 -
a) Daca se cunoaste numai solutia y, se face schimbarea de variabild y=—— x> adici
z

1
'=-——7'-2X.
y 72
1 1Y) 1
Se obtine ecuatia (X3_1)(__22'_2Xj+(__xz) —Xz(——xzj—2x=0 din care,
z z z
3x? 1

dupa efectuarea calculelor rezultd ecuatia liniard z'+ z————=0 cu solutia

-1 X -1

K+ X —1—kx?
Z=——— Rezultd y=———.
X -1 X+Kk
y+x z-x
b) Daca se cunosc doud solutii se face substitutia z = adica y= si
+1/x x(1-2)
(z'—3x2)x(1—z)—(z - x3)(1— z-xz')
y'= . Introducand aceste expresii in ecuatia

xz(l—z)2

. . . ~ C e e~ z .
diferentiala obtinem (dupa calcule) ecuatia liniard z'=— care are solutia z=cCX.
X

2
. Observidm ca solutia obtinutd coincide cu cea de la a) daca

Rezultd y= (1: —

consideram c=-1/k .
c) dacda se cunosc VY,,Y,,Y;, solutia generald se obtine direct din formula

— - 2_
y ylzu:k de unde rezultd y=x k-

Y=Y, Y5—Y, kx —1

4.6. Ecuatii de tip Lagrange

Forma generala este y = X- A(y') + B(y') , unde A(y') zYy'

Se deriveaza ecuatia §i se noteazd y'=p.

Se obtine o ecuatie liniard cu functia necunoscutd X si variabila independenta p .
Aceastd ecuatie are solutia de forma



Exemplu : Sa se rezolve ecuatia y = X- (y')2 -y

Prin derivarea ecuatiei se obtine y'= (y')2 +2xy'y"-y". Se noteazd y'= psi
se ajunge la ecuatia p—p”>=(2px—1)p' in care p este functic de X. Dacd se
considerd X ca functie de p (se inverseaza aplicatia p) si se tine cont de faptul ca

X'=1/p' (din formula de derivare a functiei inverse) se obtine ecuatia liniard
2X 1

X'+ -
p-1 p(p-1)

Rezultd x=(C +1Inp)/(p—1) si solutia ecuatiei este datd parametric prin

=0 pentru p(p—l);tO.

x=(C+Inp)/(p-1), y=p*(C+Inp)/(p-1)-p.
Pentru p=0 si p=1 se obtin doud solutii singulare : y=K si y=x+1L.
Inlocuind aceste functii in ecuatia initiald se obtine K =0, respectiv L =—1. Deci
solutiile particulare vor fi y=0 si y=x-1.

4.7. Ecuatii de tip Clairaut
Ecuatiile de tip Clairaut au forma generald y =xy'+B(y").

Notand y'=p ecuatia devine y=Xp+ B(p). Prin derivarea sa se obtine ecuatia
p'(x+B'(p))=0.

Dacd p'(x)=0 se obtine solutia (generald) y(x)=Cx+ B(C)

x=-B'(p)

y=-B'(p)p+B(p)

Din egalitatea X+ B’(p)z 0 se obtine solutia singulard { scrisa

sub forma parametrica.
Exemplu : y = xy '—(y')2

Solutia generald este y=Cx—C? si o solutie particulard este datd parametric
X=2p
de { 5 -
y=Xp-p
x X X

Solutia singulara scrisa sub forma explicita este Yy =X T = B



Exercitii propuse

Sa se rezolve urmitoarele ecuatii diferentiale sau probleme Cauchy:

1.y'-y/x=0 R: y=Cx+x’
2.y'-2y/x=x% R:y=x'/6+C/Xx’
3.xy'+y-e* =0, y(a)=b R:y=e"/x—(ab—e*)/x

4.y-y/(1-x)-1-x=0, y(0)=0 R:

yzé(xxll—szrarcsinx) 1+—X, Xe(—l,li

1-X
5.y'cos” x+y=tgx, y(0)=0 R:y=x/cosx, xe[0,7/2)
6.xy'-y=y’ R: y=Cx/1-C°X
7.(x—y)y-x*y'=0 R: y=1/(In|x|+C)
8.(1—x2)y'+xy=ax R: y:a+C\/ﬁ
9.xy'-2y=x>/2 R:y=x/2+Kx?
10.y'=2xy = x° R: yz(xz—l)/ZJrCe’XZ
11.xy'-y=InXx R: y=-Inx-1/(2x)+Cx
12. (3x2+6xy2)dx+(6x2y+4y3)dy=0 R: X’ +3x’y*+y’=C
13. (x+y)dx+(x+2y)dy =0 R: x> +2xy+2y°=C
14. xy'=y, y(1)=0 R:y=0

15. xy'=y, y(1)=1 R:y=x






