4. Ecuatii diferentiale de ordin superior

4.1. Ecuatii liniare

O problema inportanta este rezolvarea ecuatiilor diferentiale de ordin mai mare
ca 1. Sunt putine ecuatiile pentru care se poate preciza forma analiticd a solutiei. Cel
mai frecvent utilizate sunt ecuatiile liniare.

Forma generald a ecuatiei liniare de ordin n este

y" +a](x)y(”’1) +o.+a, (X)y="f(x) (6)
Ecuatia liniard omogena asociatd ecuatiei (6) este
y W wa, )y + e, (X)y=0 (7)

In legiturd cu ecuatiile liniare si omogene se poate demonstra urmatorul rezultat
important.
Teorema 1 a) Dacd peN si y,,Y,,...y, sunt solutii ale ecuatiei (7) iar

C,Cy,....C, €R atunci
y=Cy,+Cy,+..+C,y,

este solutie a ecuatiei (7).

b) Multimea solutiilor ecuatiei (7) formeaza un spatiu vectorial de dimensiune n.

c¢) Daca ecuatia (7) admite solutia complexay=u+i-v atunci functiile reale u si
v sunt solutii ale ecuatiei (7).

Observatie : pentru determinarea solutiei generale e ecuatiei omogene trebuie
determinate n solutii liniar independente

Teorema 2 Solutiile Y,,Y,,....Y, : | = R ale ecuatiei (7) sunt liniar independenta daca

si numai daca existd X, € | astfel incat determinantul

YA CY I Y
W AC AR UR ALY

W (Y, Yz Yo XX

(numit wronskianul sistemului) sa fie nenul in X, .

Observatii : 1) Teorema Abel-Ostrogradski-Liouville arata ca, dacd | este un
interval ce contine pe X, si W(Y,, Yaseer Yo KX ) # 0, atunci W(Y,,¥,s..., ¥, \X) # 0 pentru
orice X € |

2) Daca vy,,Y,,..., Y, sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (7) si C,,C,,...,C, R
atunci solutia generald a ecuatiei (7) este
y=Cy+C¥y +..4Coy,. ®
In cazul sistemelor cu coeficienti constanti determinarea solutiilor liniar

independente se face cu ajutorul ecuatiei caracteristice, dar reprezintd o problema
complicata in cazul sistemelor cu coeficienti variabili.



Pentru sistemele neomogene sa poate arata ca :

Teorema 3 : Solutia generald a ecuatiei (6) este suma dintre solutia generala a

ecuatiei omogene atasata, (7), si o solutie particulara a ecuatiei (6).

Metoda de rezolvare a ecuatiilor liniare are trei pasi:
- serezolva ecuatia omogena si se obtine solutia Yyg

- se determind o solutie Yy, a ecuatiei neomogene

- se scrie solutia generald a ecuatiei neomogene Y =Yg + Yp.

4.1.1. Ecuatii liniare cu coeficienti constanti

Al) Rezolvarea ecuatiei omogene
Forma generald a unei ecuatii cu coeficienti constanti este

y"+ay"™ . +a y+ay=0 ©9)

Problema rezolvarii ecuatiei (9) se reduce deci la determinarea unul sistem fundamental
de solutii. In cele ce urmeaza prezentdm principala metoda de rezolvare pentru ecuatiile

liniare.

O solutie a ecuatiei se cautd sub forma y(x) e, prin analogie cu cazul n=1. Prin

inlocuire in ecuatia (9) se obtine, dupi simplificarea cu e**, ecuatia caracteristicd
A"+ai" +. +a _A+a,=0 (10)

Teorema 4 : Fie A, 4,,...,4, solutiile ecuatiei (10).

-dacd A, A,,..A, sunt reale si distincte ale ecuatiei (10), atunci e**, e .. e
sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (9).

- dacd /4, este radacini reald cu ordinul de multiplicitate p pentru ecuatia (10),

Ax

atunci e**, xe**, ..., x"'e®* sunt p solutii liniar independenteale ecuatiei (9).

-daca A, =a-+ib este ridacina complexa de ordinul p a ecuatiei (10) atunci

e™ cos(bx), e™ sin(bx)

xe™ cos(bx), xe™ sin (bx)
x*e™ cos(bx), x *e™sin (bx)
x""'e™ cos(bx), X" e® sin(bx)

sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (9).

Sistemul fundamental de solutii se obtine prin insumarea solutiilor liniar
independente corespunzatoare tuturor radacinilor ecuatiei (10), iar solutia generala a
ecuatiei (9) se obtine folosind formula (8) .



Exemple : Sa se determine solutia generald a urmatoarelor ecuatii :
1. y"-6y"+11y'-6y=0

Ecuatia caracteristicd este A’ —61> +111—6=0 si are solutiile 4, =1, 1, =2, 4, =3,
Se aplica a) din Teorema 4 si se obtine sistemul fundamental de (trei) solutii format din
y, =¢€*, y, =™, y, =¢’*. Solutia generala este
y(x)=Ce* +C,e** +C,e™

2. y"+3y"+3y'+y=0
Ecuatia caracteristica este A° +34% +34+1=0 si are solutiile 4, =4, =4, =1. Se
aplica b) din Teorema pentru p =3 . Sistemul fundamental de (trei) solutii este format
din y, =€*, y, = xe*, y, = x’e*, iar solutia generala este

y(x)=Ce* +C,xe* +C,x’e"
3. y"+4y+5y=0
Ecuatia caracteristicd este A +44+5=0 si are solutiile 4, =—2+i si 4, =—2—i deci
se aplica c¢) din Teorema pentru a=-2,b=1, p=1. Sistemul fundamental de (doud)
solutii este format din solutiile Yy, = e cosX si y, = e **sinx iar solutia generala este

y(x)=Cie*cosx+C,e sinx
4.y —4y"15y"—4y'+4y=0
Ecuatia caracteristici este A* —44° +51> —41+4=0 cusolutiile 4, =4, =2, A, =i
si A, =—1.
Solutia generala este
y(x)=C,e* +C,xe** +C;cos X+ C, sin X

A2) Determinarea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene

Forma generald a ecuatiei neomogene cu coeficienti constanti este

n—

y(n) +aly( ) +...+an,1)"+ any = f (X)'

Nu existd metode generale de determinare a unei solutii particulare dar, Tn unele cazuri
simple, se pot folosi rezultatele urmatoare :

Daca f(x)= P(x) este un polinom de grad k atunci solutia particulard este un

polinom de acelasi grad, cu coeficienti necunoscuti care se vor determina prin
inlocuirea in ecuatie.



a) Dacd f(x)=e"P(x) unde P(x) este un polinom de grad k existd doud situatii
- Dacd a nu este radacind a ecuatiei caracteristice solutia particulara se cauta
sub forma Yy, = eaxQ(x) , unde Q este un polinom de grad k cu coeficienti

necunoscuti
- Daca aexte radacind de ordin r a ecuatiei caracteristice atunci solutia

particulard se cautd sub forma y, = x'e®Q(x), unde Q este un polinom de grad k cu

coeficienti necunoscuti

b) Daca f (X) =e¥ ( P(X)cos(bx) + Q(X)sin(bx)) atunci existd de asemeni doud
situatii

- Daca z=a+bi nu este solutie a ecuatiei caracteristice solutia particulard se
cautd sub forma y,(x)=e" (S (x)cos(bx)+T (X)sin(bx)) , unde R(x) si S(x) sunt
polinoame cu coeficienti necunoscuti avand drept grad cel mai mare dintre gradele lui
PsiQ

- Daca z=a+bi este solutic de ordin r a ecuatiei caracteristice solutia
particulard se cauta sub forma y,(x)=x"e™ (S (x)cos(bx)+T (X)sin(bx)) ,
unde T(X) si S (X) sunt polinoame cu coeficienti necunoscuti avand drept grad cel mai

mare dintre gradele lui P si Q.

In unele situatii, pentru determinarea solutiilor particulare, se poate aplica
principiul superpozitiei :
Daca yp, si Yp, sunt solutii ale ecuatiilor y(n) +a, (X) y(n_l) +...+a, (x)y = f (X) ,
respectiv
y ™ ta (x)y" "+ +a (x)y=g(x), atunci yp, + Yp, este solutie a ecuatiei

y ™ a,(x)y" 4. +a, (x)y = f(x)+g(x).

Exemple : Sa se determine céte o solutie particulara pentru urmatoarelor ecuatii :
1. y"-2y'+y=xX

Functia f (x) este un polinom de gradul I, deci solutia particulard se cauta sub forma
Ve (X) =ax+b. Atunci vy ’(x) =a si y"(x) =0. Introducdnd in ecuatie obtinem
0-2a+ax+b=x si din identificarea coeficientilor rezultd a=1 si, adica b=2.
Solutia particulard este yp (X)=X+2.

Solutia generald a ecuatiei este y(Xx)=C,e* +C,xe* + X +2

2. y"-2y'+y=xe"



Deoarece f(Xx)=xe* =e™P(x) se incadreazi la b) pentru a=1,P(x)=x si a=1
este radacind dubla a ecuatiei caracteristice , solutia particulard se va cauta sub forma
yp (X)=x’e*(Ax+B).

Atunci y'(x)=¢* (Ax3 +Bx* +3AX% + 2x)

si y"(x)=e"(AX’ +BX’ +6AX" +4Bx+6Ax+2B). Introducand in ecuatie obtinem

e*(6Ax+2B)=xe*. Din identificarea coeficientilor se obtine A=1/6 si B=0.
Solutia particulara este deci y, = x’e* /6.
Solutia general a ecuatiei este y(x)=C,e* +C,xe* +x’e* /6.
3. y"+y=XsinX
Functia f (x) = xsinx =e”* (0 -COS X + Xsin X) se Incadreaza la c) pentru
a=0,b=1,P(x)=0si Q(x)=x.Deoarece z=0+i este solutie a ecuatiei
caracteristice A% +1=0, solutia particulara se va cauta sub forma
yp = xe’¥ [( AX+ B)cosx+(Cx+ D)sin X] . Inlocuin in ecuatie si identificand
coeficientii se obtine sistemul

2A+2D =0, 4C=0, —-2B+2C =0, —4A=1
cusolutia A=1/4,B=0, C=0, D=1/4. Solutia perticulara este deci
—x%cosX/4+ Xsinx/4.
Solutia generala a ecuatiei este y(x) =C, cos X +C, sin X — x* cos X/ 4 + Xsin X/ 4

4.1.2. Ecuatii cu coeficienti variabili

Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei omogene cu coeficienti
variabili nu exista metode generale. Daca insd aceasta solutie poate fi precizata, pentru
determinarea unei solutii particlare se poate folosi metoda variatiei constantelor.
Teorema 5: Fie C\y, +C,y, +...+ C,y, solutia generald a ecuatiei omogene

yVaa, )y + . +a, y+a,y=0.
Daca C,(x),C,(X).....C,(x) satisfac sistemul

V()Y +Cy ' (X) Y+ 4 CL(X) Y, =0
(X)y;'+Cy'(X) Y, +....+C, ' (X) Y, ' =0




atunci y(X)=C,(x)y, +C,(X)y, +...+C,(X)y, este solutie a ecuatiei (7)

Exemplu : Sa se determine solutia generala a ecuatiei xy"+y'=X, x>0
N . ~ o ~ | .
Se noteaza y'=z . Ecuatia omogena asociatd este X2'+ Z=0.Rezultd z=C, — adica
X

y=C, ln(x) +C, Se foloseste metoda variatiei constantelor pentru Y, (X) =Inx si

Y, (X) =1. Sistemul devine

C,'(X)Inx+C,'=0

.. (x)=x*
1 cu solutiile . Rezulta
C,'(x);+Cz'-O:x C,(x)=-x’Inx
X3
Cl (X) = ?4' A

Cz(x)z—x?lnx+%+ B

3
: . . X
Solutia generala a ecuatiei este y(x) = ry +Alnx+B.

Observatie: Metoda variatiei constantelor poate fi folosita si pentru determinarea
solutiilor particulare ale ecuatiilor omogene cu coeficienti constanti atunci cind

functia f (X) nu se incadreaza in situatiile prezentate anterior.

e)(
Exemplu: Sa se determine solutia generala a ecuatiei y"-2y'+y=—, x>0.
X

Solutia generala a ecuatiei omogene este Yg (X) =C,e" +C,xe*. Se aplica variatia

constantelor pentru y, (x)=e” si y,(X)=xe*.

C/(x)=—x+A

Sistemul obtinut este g* cu solutiile .
C,(x)=Inx+B

C,'e"+C,'xe" =0
Cl'eX+C2'(eX+xeX)=7 {

Solutia generald a ecuatiei este y(X)=(—x+ A)e* +xe*(Inx+B).

4.2. Ecuatii incomplete

Ecuatiile diferentiale incomplete de ordin n sunt ecuatii (in general neliniare) in
expresia carora nu apar toate derivatele functiei necunoscute pana la ordinul n-1 .
Penrtu rezolvarea lor se folosesc substitutii care le micsoreaza ordinul.

4.2.1 Ecuatii in care functia necunoscuti apare doar prin derivatele sale

Ecuatiile de forma F(X, y(k), y(k”),..., y(“))z 0 se reduc la o ecuatie de ordin n-K prin

substitutia z = y(k).



Exemplu : y"=4/1+ (y')2 se transforma intr-o ecuatie de ordinul I folosind

substitutia z=y' . Ecuatia z'=+/1+ 2 este o ecuatie cu variabile separabile si are
. . 1  C A
solutia generald z = ¢ X _Eex . Rezulta deci ca

1  C
y(x):Iz(x)dx:Cl—Ee -

4.2.2. Ecuatii in care variabila independenta nu apare explicit
Aceste ecuatii au forma F (y, Yo y(”))z 0.
Se noteazd y'= p(y). Atunci

Si ecuatia devine f(y, p, p',....p(”fl) )= 0. Aceeasi procedurd se poate aplica pentru a

micsora ordinul in continuare.
Sunt numeroase cazurile in care derivata apare in ecuatie doar la puteri pare. In acest caz

se face notatia p = (y')2 .
Exemplu: y-y'"=1+ (y')2 .
Se noteaza p=(y')’. Rezulti ca p'(x)= p'(y(x))y'(x)=2y"(x)y"(x) deci y"=p'/2.

A

Din ecuatia cu variabile separabile p'= 2(1+ p) rezulti p=Cy?—1 adici

y'=14/Cy’ —1.

Prin integrare directa de obtine ! ln(\/E y++/Cy? - lj =X+ A.

JCy

ce™Vor | —1
Solutia ecuatiei este y = .
2Jclce*Vc

Exercitii propuse :

Determinati solutiile generale ale urmitoarelor ecuatii :

1. y"-4y'+4y=x’ R: y(x)=(C, +C2x)ezx+é(2x2+4x+3)
2. yn_y|+y:X2+6 R:

y(X)zeX/z [C x\/§ X\/g

[ €08 ——+C, sin—~— [+ X> +2X+6
2 2



3. y"+2y'+y=e* R: y(x)=(C1+C2x)eX+ée2X

4 y"—8y'+7y:14 R: y(x):CleX +C2e7x +2
5. y—y'=¢" R:y(x)=Ce'+Coe "+ e
.o _ ya2X
6. y'+y'-6y=xe R: y(x)=Ce” +Ce™ +x e Je
10 25

7. y"+Yy=cosX
Yy =cos R:y(X)ZClCOSX+CZSinX+%XSinX

8. y"+y=sin’ X R: y(x)=C, cosx+CzsinX+%COS(2X)

9. y"-13y"+12y =0 R: y(x)=C +Cpe+Cie™

10. y"-y=0 R: y(x)=C1eX+e”2(C2 cos@+C3 sin@)

1. y" +4y=0 R
y(x)=e*(C,cosx+C,sinx)+e™(Cycosx+C,sinx

12, yV —2y"ryr=g” ’
y yry R:y(x)=C1+C2x+(C3+C4x+X?]ex

. . ) -
13. Y+ 2y +y=——, x>0 R: y(x)=(C, +xC,)e™ +xe ™ Inx
X

14. R : ec. omogena are solutia y(x) =Cx+C,x?

2y n_ l — 3
XY= 2XyT 2y = 242X sin 2> y(x)=14Cx+C,x* — xsin 2x/2 — x> cos 2X

15. x*y"+4xy'+2y =In(1+x) R: ec omogena are solutia y(x)=é+£2
X
c, C, (1+x) 303
y(x)z—x1 +—X§ + 2x2) ln(HX)_X_Z



