5. Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul I

Forma explicita a unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul I este
yl ' — fi (x,J/nJ’z’---’yn)

yz’:fz(x,yl,yz,...,y,,) (11)

yn'zf;z (x7y13y2""7yn)

unde f;, f,..., f, sunt functii date, continue pe un domeniu din R"*'.
O problema Cauchy este formata dintr-un sistem de ecuatii diferentiale si un set de
conditii initiale,

i (xo) =a, (xo) =ayse )y (xo) =a, (12)
O solutie a sistemului (11) este formata din functiile y,,y,,...,», care verifica sistemul.
Astfel de sisteme de ecuatii diferentiale apar in mod natural in dinamica, acolo unde

legea fundamentald (F =m-a) se poate scrie (tindnd cont ca a= (x"(e), " (2), 2" (¢)) s

F= (fl (t,x,y,z,x’,y‘,z‘), 1 (t,x,y,Z,x’,y',z'),f3(t,x,y,z,x',y',z’)). Ecuatile de miscare
sunt deci

x'= fi(t,x,9,2,%', 1,2

7= fltxy, 20,y 2)

2= fi(t.xp,2,0, 5,2

iar prin notatia x'=u, y'=v, z'=w se obtine un system de 6 ecuatii diferentiale de

ordinul I.
In legaturd cu solutile sistemelor de ecuatii diferentiale exista cateva rezultate
importante.
Teorema 1 Orice sistem de n ecuatii diferentiale diferentiale de ordinul I scris sub

forma (11) este echivalent cu o ecuatie diferentiala de ordin » si reciproc, orice ecuatie
diferentiald de ordin n este echivalentd cu un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul I

Observatie: solutia sistemului (11) poate fi gasitd rezolvand ecuatia de ordin » atasata
prin metoda substitutiei ( se deriveaza una din ecuatiile sistemului de n—1 ori, celelalte
de n—2 ori si se elimind n—1 functii necunoscute). Aceastd metoda se mai numeste

si metoda ecuatiei rezolvante.
1

z'=—y
Derivand prima ecuatie obtinem y"=z'. Inlocuind aici z'=—y (din a doua ecuatie a

Exemplu : Sa se rezolve sistemul {y'

sistemului) ontinem ecuatia de ordinul II  y"™+y=0 cu solutia

y(x)=C, cosx+C,sinx . Rezultd z(x)=y'(x)=—C, sinx+C, cosx.



5.1 Sisteme liniare si omogene de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti
Forma generald a sistemului este
n'=apy tapy, ot a,y,
V' =ayy Fany, .t ay,y,

(13)

"
yn - anlyl + an2y2 +...t annyn

Sistemului (13) i se asociaza matricea coeficientilor, anume A=/ ............

Dacd notdim Y =(y,¥,,...5,) si Y'=(3"'»,"%.»,") atunci sistemul se scrie in
forma matriceald

Y'=4-Y (13%)
si rezultatele prezentate la ecuatii diferentiale liniare de ordin » aratd ca multimea

solutiilor sistemului reprezintd un spatiu vestorial de dimensiune « 7 ».
.. . . - T A
Solutiile fundamentale ale sistemului vor fi cautate sub forma Y, = (Ofu Oy, .. ) e

ni

unde A sunt valori proprii a matricii 4, adicd solutiile ecuatiei caracteristice a

sistemului :
a,—A a, ..a,
ay, y —A ..a,, |=0 (14)
a, a, .., —A

iar constantele ¢; trebuiesc determinate din sistem.

Daca Y, Y,, ...,Y, sunt n solutii liniar independente atunci solutia generald a sistemului
este
Y=CY,+GY,+.+CY7, (15)
Existd urmatoarele situatii importante :
- Daca ecuatia caracteristica (14) are solutiile reale si distincte A;,4,,...,4, si

Vi,V,,...,V, sunt vectorii corespunzatori acestor valori atunci solutia sistemului este

Y(x)=CVe™ +CVe™ +..+CV, e

- Dacai ecuatia caracteristica (14) are solutii multiple (reale sau complexe), fiecare
solutie A cu ordinul de multiplicitate p contribuie in suma (15) cu termenii

Y, =Ve™, ¥, = “(%Vl +V2j,

p-1 p=2
Y, =™ |V VetV 4V
r (p-1D!' " (p-2) 1’ r

unde V},V,,..V, sunt vestorii proprii corespunzatori valorii proprii 4.




Problema rezolvarii sistemului (13) se reduce deci la determinarea valorilor proprii
pentru matricea A4 si a vectorilor proprii corespunzatori acestor valori.

Metoda de rezolvare :

a) Se scrie matricea A a sistemului ;

b) Se determina valorile proprii ale matricii rezolvand ecuatia (14) ;

c) Pentru fiecare valoare proprie A se determind vectorii proprii (atatia cat e ordinul

de multiplicitate al lui 4, si se scriu solutiile corespunzatoare lui 4, ;

d) Se scrie sistemul fundamental de solutii al sistemului ;
e) Se scrie solutia generala.

Exemple : Sa se determine solutia generala a sistemelor urmatoare
N'=3 =yt

Ly '==-n+50m -1
=N +3n

3 -1 1
a) Matricea sistemului este 4=| -1 5 -1
1 -1 3
b) Valorile proprii ale matricii 4 sunt 4, =2, 4, =3 si 4, =6, adica solutiile
ecuatiei
3-4 -1 1
-1 5-4 =0
1 -1 3-2

c¢) Valoarea 4, are ordinul de multiplicitate 1, deci va avea un singur vector propriu
3 -1 1 o o
Vi =(ay,a,,a3) care verificd ecuatia | -1 5 —1|-|a, [=2-| a,
1 -1 3) e a
Din rezolvarea sistemului compatibil nederminat cu un grad de libertate
3oy —a, +a; =2
-, +5a, =30, =2a,

o, —a, +3a; =2a,



a

ee obtine solutia | 0 |. Sedalui & o valoare particulard, de exemplu o =1 si

—-a
1 1 1
obtinem V; =| 0 |.In mod asemanator obtinem V, =|1| si V5 =| =2 | corespunzéand
-1 1 1
valorilor 4, si 4;.
| 2 o o5
d) Sistemul fundamental este ¥, =e*| 0 |=|0 LY, = e |, V=] 2™
-1 _o R o5
» y, =Ce* +C,e™ + Cye™
e) Solutia generald este | y, |=C\Y, +C,Y, + C,Y, , adica< y, = Cye’ —2C,e™
V3 yy = Ce* + Cye’™ + Cye®™
V=t
2.9nm'=ys 4y
y3'=yty,
011
Matricea sistemului este 4=|1 0 1 |.Ecuatia caracteristici, 1> —31-2=0 are
110

1
radacinile 4, =2si A4, = A4; =—1. Un vector propriu al lui 4 este V] =|1

1

Subspatiul valorii proprii 4, = 4, are dimensiunea 2. Vectorii proprii satisfac ecuatia
01 1) (e o
1 01|, |=-1a, |, adica sistemul cu doud grade de nedeterminare

11 0)\e, a,



o +ao,+a;=0
o +a, +a,=0.Alegand o, =—1,a, =0 se obtine a; =1 sipentru o*=0,a,*=1
o +a,+a,;=0
-1 0
se obtine a;*=—1. Cei doi vectori proprii principali vor fi V, =| 0 | si V;=|1
1 -1

Valorile a,,a,,a,*,a, * se aleg astfel incat =o,0, *—a,0,* #0.

% o %
o " a

Solutia generala a sistemului este ¥ = C\V,e** + C,V,e ™ + Cy(xV, +V,)e ™ adica
y =Ce* —Ce™ —Cyxe™
v, =Ce™ +Ce
y3=Ce +Ce " +C(x—1)e

5.2. Sisteme liniare neomogene cu coeficienti constanti
Forma generala este
Y'(x)zA-Y(x)+F(x) (16)
Ca si in cazul ecuatiilor liniare neomogene, solutia generala a sistemului neomogen
este suma dintre solutia generald a sistemului omogen si o solutie particulard a
sistemului neomogen.
Pentru determinarea solutiei particulare se poate folosi metoda variatiei constantelor.

Teorema : Daca ¥ =C\Y, +...+ C,Y, este solutia sistemului omogen asociat lui (16)
atunci o solutie particulari a acestuia este ¥, =C,(x)Y, +...+ C,(x)Y, unde
functiile C, (x),...,.C

n

C'(X)+G'(x)(X)+..+C, (x)Y,=F(x) (17)

(x) satisfac ecuatia

Din ecuatia (17) se calculeaza C, '(x),...,Cn '(x) si apoi, prin integrare se obtin
¢.,G,,....C,.
5 . x'=5x-3y+2e"
Exemplu : Si se rezolve sistemul
y'=x+y+5e"
x'=5x-3y

. L 5 =3
are matricea coeficientilor data de 4= )
y’: x+y 1 1

Sistemul omogen {



Valorile sale proprii sunt 4, =4 si A, =2, vectorii proprii corespunzator

3 . 1) . . . . .
acestora sunt V] = [J , respective V, = (1] iar solutia generald a sistemului este

X 3C. e + C,e*
( G J — Cl . Vl . e4t + C2 . V2 ‘eZZ — 14[ 22t
Yo Cie” +C,e

Expresiile pentru C, si C, se determind din sistemul
3C'e" +C,'e™ =26
Cv4z+Cv21 e—z'
Solutii ale acestui sistem sunt
C=e/2-e"', C,=—€"-5¢7"/2
Xp) [—e' - 4’
—2e” ' —2e”

O solutie particulara a sistemului neomogen este (y
P

Rezulta cé solutia generala a sistemului este
x=3Ce" +C,e* —e™' —4e”
y=Ce" +Ce* —2e7 —2¢"

Exerecitii propuse
I Sa se rezolve sistemele urmatoare :
. {y’+2y+4z=1+4x

2% y—z=3x2/2 R: y(x)=Ce* +Ce™ +x% +x,

z=-Ce™ +Ce™ /4-x"/2

5 {y+2y+z-smx R:
z'-4y-2z=cosx y(x)= Cle"+C2ezx—gcosx—%sinx,z(x):sinx—y'—Zy
y'=z . _x -xi2 \/g ~xi2 g ﬂ
3 )y R: y(x)—Cle +Cye 5 —+Cie 5
u'=y 2(x)=y'(x)
u(x)=z'(x)
" {x =—x+2y R: (t) Ce' +Ce
y'=2x-y y(t)=Ce' —Cye™



5 X'=x+y
Cly'=x—y+t

y'=z+tu y(x)=Ce? =(C, +Cy e
6. z'=y+u R:{z(x)=Ce* +Cye ™
uw=ytz ulx)=Ce* +(xC, +C, - C;)e™
X'=4x—-y+z [C, + Cy(e+2)]
T y'=x+3y-z R:{y=Ce* +[2C, + C,(21 +1)e*
FEyte z=Ce® +(C, + Cyt)e™
8. by -2 0 4
n=3-8n 4y Ry, |=C e+ G| 1 |-G =2 |
Vo= =y +5y, - V3 4 2 )
¥y =3y, +14y, -
0 x:y.q.;gzt_] R: x=C,cost+C,sint +1gt
) yz_x+tgt " |y==C sint+C,cost+2
0. {x'=2x—yt R: x:(C1+C2t+C2—t2)e'
y'=x+2e y:(C]+C2t+2l‘—t2)€t
I 2x y:O
1+x7 2
{ y(x)=1+x
II Si se rezolve problema Cauchy {z' —y+—-z=x . R: 21
x ()= oL
=2, z()=1 o




