Lectia 7
Aplicatii ale ecuatilor diferentiale de ordin superior si ale sistemelor de
ecuatii diferentiale
1. Oscilatii armonice
1a. Oscilatii neamortizate (ecuatie liniara)
Ecuatia oscilatiilor neamortizate este

X"(t)+ @, - x(t)=a-sin wt.
Ea este o ecuatie diferentiald liniard de ordinul II cu coeficienti constanti. Ecuatia
caracteristicd atasata este 1’ +@,” =0 si are solutiile I, =, -i , respectiv I, =—a, -i.
Solutia generala a ecuatiei omogene este

Xq (t)=C, cosw,t +C, sin oyt .

Pentru a gasi o solutie particulara se disting doua cazuri :
- daci @, # @ o solutie particulara are forma X(t)= Acos et + Bsin et
In aceasti situatie X'(t)=—Awsin ot +Bwcosatsi X"'(t)= —Aw’ coswt — Bo’ sin ot .

Introducand in ecuatie obtinem (0)02 ~ o )A cos ot + (a)oz -’ )B sin ot = asin et §i, din

identificarea coeficientilor rezulta A=0 si B= - Solutia particulard este

w,” —o
deci

- daca Wy = solutia particulara se cautd sub forma
Xp(t) = (At +B)sin w,t + (Ct+ D)cos,t . Din calcule similare celor precedente

x a . . -
rezultd X, (t)= —2—'[ cosa,t sisolutia generald este
@y

x(t)=(C, —it) -cosayt +C, sin ot
2w,
In acest caz amplitudinea miscarii devine considerabild, ceea ce permite obtinerea
unor efecte enorme folosind un termen perturbator mic (valoarea Iui a este mica).
Acest efect este important (de exemplu) pentru obtinerea unor tensiuni ridicate
necesare amplificdrii unor semnale radio.

1b. Oscilatii amortizate
Daca se tine cont de amortizarea oscilatiilor se obtine ecuatia

X"(t)+2a- X'(t)+ Q- x(t)=a-sinwt .

Ecuatia carateristicd asociat, r’> +2ar + Q> =0, are solutiile 1, =—a +Va’ - o’



2 5 . (—oﬁ—Vaz—Qz )t (—a—x/az—Qz )t
- dacd a” > Q7 solutia generald este X, (t)=Ce +C,e
- dacd a” =Q’ solutia generali este Xq (t)=(Ct+C,)e™
- daca a’<Q? solutia generald este

xg(t)ze“’“(C, cos[t Qz—a2)+C2 sin(t Q*—a’ D

Conditia « >0 aratd cd limXx, (t)=0 adica, in absenta unui termen perturbator,

t—>o
miscarea este amortizata .
Deoarece ecuatia caracteristica nu are rddacini pur imaginare, solutia particulard se
cautd sub forma xp(t): Asinat +Bcosat .

Inlocuind X'(t)= Awcoswt —Bwsinawt si x'"(t)=—Aw’ sin ot — B cos ot in ecuatia
(Q* -w’)A-2awB =a

initiala obtinem, prin identificarea coeficientilor, ecuatiile .
2ah+(Q - B =0

din care rezultd

QZ - 0)2 . B =—a 2aa)
(Qz—a)z)2+4aza)2 Q - +40! w
In acest caz solutia particulara este
Q- o’ 200

sin ot

X (t =a coswt—a
’ ) (Qz —a)z)2 +4a’w’ (Qz —a)z)z +4a’w’
Ca de obicei, solutia generali a ecuatiei este X(t)= Xq (t)+ Xp (1)

Exemplu: Sa se resolve ecuatia X"+4X'+9X =3sin 2t.
Inacestcaz =2, Q=3, w=2.

Ecuatia caracteristici r>+4r+9=0 are solutiile n,=-24% iv/5 , deci solutia
generald a ecuatiei omogene este Xq (t): g 2! (C1 cos +/5t+C , sin \/gt)

Solutia particulara este Xp(t) = gsin 2t —gcos 2t . Ea se mai poate scrie sub forma

3 . 8 . .. 2r 2rm
X, (t)=—==sin(2t —¢), unde tg¢p =— . Ea are perioada principald T=—=—=7x
() 7o (2t-¢) 99 =" P princip =3
care este considerata perioada de oscilatie.

Sa observam Insd ca solutia generald
X(t) =g (Cl cos~/5t + C,sin \/gt)+ %(5 sin 2t —8cos 2t)

Nu este o functie periodica.



2. Miscarea unui pendul (ecuatie liniara)

Sa se descrie miscarea unui pendul legat de punctul O printr-un fir de
lungime |, daci acest pendul este deviat de la verticala locului cu unghiul la
centru ¢, si viteza sa initiala este v,.

Figura 3. Pendulul matematic

Se considerd ca variabild independentd unghiul dintre verticala locului si firul OM
(pendulul se afld in punctul M ). Functia necunoscuta X = X(@) reprezintd arcul OM.
Asupra corpului aflat In M actioneaza greutatea G= mg dirijata pe verticald in jos si
tensiunea in fir dirijjatd de-a lungul firului spre punctul O. Forta rezultantd este
F= —mg sin & A+ (T —mg cos 9)5 , unde 'E, n reprezintd vectorul tangent, respectiv
normal, la traiectorie.

Proiectand legea fundamentala F=m-a dea lungul tangentei la traiectorie §i tindnd
cont cd acceleratia este a doua derivata a spatiului, obtinem ecuatia

X"(0)=-gsin@.
Dacéd 6 <10° atunci se poate face aproximatia sinf = 6 = X(H)/ | si ecuatia devine
X"=—g-x/I|

Aceasta poate fi considerata o oscilatie neamortizata daca vom considera

@, =+/9/1 . Solutia sa generala (vezi paragraful 1 sect 1a.) este

x(t)=C, COS(\/?Z : tJ +C, sinb/%ﬁ ~tJ . Ea se mai poate scrie
x(t)=+ C’+C,’ [sinqﬁ . cos(\/lE -t] +cos¢- sin(\/%i t]] =M sin{\/?:-t + ¢] ,



unde ¢e(— 7[,77) este unghiul ce are cos¢g = <, G iar

— 2 i sing=—vno—
JC2+C)’ JC>+C,)°
M =4/C2+C,’ .

Aceasta este cea mai simpla migcare periodicd, numitd si migcare armonica.

. C /I . .
Perioada miscdrii este T =27/, =27Z{ — |, care este independentd de masa
g

pendulului.
Constantele miscarii (C;, C, sau M,¢) se determind din conditiile initiale
x(0)=7-1-6,/180, x'(0)=,.

3. Calculul perioadei unui circuit oscilant (ecuatie liniara)

Un circuit oscilant este format dintr-o bobina (de inductanta L) legata de un
condensator de capacitate C . Codensatorul, incircat in prealabil, se descarca
in bobina.

Variabila independenta este timpul t. Se noteaza
- i(t) intensitatea curentului la momentul t

- q(t) sarcina electrici a condensatorului la momentul t
- v(t)=q(t)/C diferenta de potential la bornele condensatorului la momentul t.
Forta electromotoare datoratd variatiei de flux in bobina este e = —L-i'(t) iar legea
lui Kirchoff arata ca i(t)=(v(t)+e(t))/R.
Inlocuind toate aceste expresii in functie de q(t) obtinem ecuatia
" R 1

q (t)+t‘ q (t)+ﬁq(t)= 0

Ceea ce reprezinta un oscillator amortizat fara termen perturbator (paragraful 1,

sectiunea 1b.), considerand o =% si Q° =ﬁ. Reluand rezultatele prezentate

acolo obtinem:
. L . . . «
- daca R>2 < (adici & > Q) atunci solutia generali este

q(t) —A. e(m—a)t + Be(—m—a)t

Constantele A si B se determina din conditiile initiale q(0)=q, si i(0)=0



A+B=q,

Din sistemul rezulta
A(\/az -0? —aj— B((\/az -0? +aD =0

9 V&' -Q +a . g Vo' -Q —a
A=— ————s5i B=—"——+———.
2 Nat-0? 2 a’-Q°

Sa remarcam ca puterile ce apar la exponenti sunt amandoud negative si deci
limq(t)=0.

t—w
. L ) 2 . . v
- dacd R=2. °c (adiciax” =Q°) atunci  solutia  generala  este

q(t)=(At+B)-e™.

Coeficientii A si B sunt 1n acest caz A=—q, si B =, si solutia se scrie
alt)=a,(t—1)-e.

- daca R< 2\/% (adici o < Q) atunci solutia generali este

q(t)= e”’t(M cos(m-t]+ N sin(\m-t]).

G .
(o)

In problemele legate de circuite electrice este mai importantd studierea functiilor
i(t) si v(t) decat cunoasterea lui q(t), de aceea le explicitdm in acest ultim caz.

Se noteazd VQ’—a’/a=tg¢, deci cosg=a/Q si sing=vQ>—a’/Q si se

obtine
Le_“t . sin(\/Q2 —a’ t+ ¢j

do
t)= 0,
v(t)=3 =

: o o2 2

I(t)zqo—e “cos| VQ© —a” -t
[0? _ o2

Ea reprezinta o miscare oscilantda amortizatd, neperiodicd, dar distanta intre

< 27 N
punctele de extrem este constantd, T =——————. Aceasta formuld a fost

1 R’

LC 4L
obtinuta de William Thomson si este cunoscuti sub numele de “perioadd a
circuitului oscilant”.
Un astfel de circuit este un generator de oscilatii amortizate.

Din conditiile initiale rezulta M =q, si N =

In situatii concrete o’ este mult mai mic decat Q° deci cosg~0 si sing~1, ceea
ce aratd cd ¢ = /2. In aceste conditii se obtin



v(t)= Do gt sin| ot +Z | = Do gor cos ot
C 2 2 .

i(t)=g,Qe *sinQt

In aceasta situatie perioada circuitului este T =27+ LC .

4. Oscilatii ale unei coloane de lichid (ecuatie liniara)

Se considera un tub in forma de U, deschis la ambele capete, cu sectiunea S
continand un lichid. Se provoaca o denivelare a lichidului fatd de pozitia de
echilibru radicind nivelul siu intr-o aripi a tubului cu X,. Sid se descrie

miscarea lichidului.

00, ¢AX
a 0
A} 000
ooo0 )0
0 0

Figura 4. Oscilatia unei coloane de lichid

Variabila independentd este timpul t iar functia necunoscutd este X = X(t), care

masoara diferenta de nivel dintre pozitia de echilibru si nivelul licidului mésurata
pe o aripa a tubului.

Se considera cunoscute m = masa lichidului, S = sectiunea tubului, | = lungimea
tubului ocupatd de lichid, p = densitatea lichidului si g = acceleratia gravitationala.

Deoarece tubul poate fi asimilat cu unul cilindric se poate consideracd m=p-1-S.

Lichidul se pune in migcare pentru cd asupra lui actioneazd forta de greutate
corespunzitoare coloanei de lichid cu indltimea 2x(t). Marimea acestei forte este

F(t)=2-x(t)-S-p-g. Scriind legea fundamentali a dinamicii obtinem ecuatia
m-x"(t)=-2-x(t)-S-p-g , adica

x"(t)+2Tgx(t):0.
Ea reprezinta un oscillator neamortizat (paragraful 1, sectiunea la.) dacd notdm

.29

@
o
I



: ]2 .
Solutia generala este x(t)=Xx, sm( I_g ‘t+ ¢J ceea ce aratd cd, In cazul ideal (fard

amortizare datorata frecarii) lichidul va avea o miscare oscilanta in jurul pozitiei de
echilibru.

Dacéd se ia in considerare si frecarea se obtine o miscare oscilantd amortizatd
asemanatoare celei din paragraful anterior.

4. Propagarea cildurii intr-o bara (ecuatie liniara)
Se consideri o bara de lungime mare, teoretic infinita care este incastrata cu o
extremitate intr-un mediu a caarui temperaturi este mai mare decit cea a
mediului ambiant. S se descrie distributia temperaturii de-a lungul barei
atunci cand este atins regimul permanent, adicd temperatura nu se modifica in
timp.

Variabila independenta este X, distanta la punctul de fixare, corespunzator lui x=0.
functia necunoscuta este temperatura T =T (X) .

Cantitatea de céldurd ce traverseazd sectiunea S a barei (aflatd la distanta X de
punctul de fixare) intr-o secunda este Q=-K-S -T'(X). Coeficientul K masoara
conductivitatea termicd a materialului si semnul “-“ aratd cd temperatura se
micsoreaza atunci cand ne departam de punctul de fixare..

Pe distanta Ax se pierde o cantitate de cildurd AQ =—K-S-Ax-T"(x).

Aceasta pierdere poate fi calculatd si folosind formula AQ =—a-T(x)- p-Ax unde

a este coeficientul de dispersie a caldurii (care depinde de calitdtile suprafetei
exerioare, de exemplu porozitate, culoare) iar p este aria laterald a barei de lungime
AX .

Egaland cele doud expresii obtinem ecuatia —K-S-Ax-T"(x)=-a-T(x)- p-Ax,
adicd
T"(X)-a@,” - T(x)=0
unde w,” = p-a/(K-S). Solutia general a ecuatiei este
T(x)=A-e”* +B-e ™",
Deoarece conditia limT(X)z 0 este naturald rezultd ca A=0. Din T(O)=T0 se

X—0

deduce
T(x)=T, e
ceea ce aratd ca temperatura scade exponential in raport cu distanta.

5. [Ecuatii de miscare (ecuatii liniare

5a. Caderea corpurilor (miscare rectilinie)

Miscarea rectilinie a unui corp de masi m asupra cidruia actioneazi o forta de
atractie proportionali cu distanta X la un punct fix O este descrisa de ecuatia

X"(t)=-g



unde X = X(t) reprezintd distanta de la corp pana la O, mésuratd la momentul de timp
t.
Daci notam V(t)=x'(t) obtinem ecuatia V'(t)=—g cu solutia Vv(t)=-gt+C, si din

x'(t)=—gt+C, rezulta x(t)= —% gt> +Ct+C,.

Daca la momentul initial t=0 corpul se afla la distanta X, fatd de origine si a fost

lansat cu viteza v(0)=V, atunci legea de miscare a corpului va fi
1
x(t)= - gt? + Vvt + X, .

Sb. Miscarea unui corp intr-un cimp de forte centrale (miscare plani)
Sa se descrie miscare unui punct material intr-un plan daca acesta este atras de
centrul O cu o forta proportionala cu distanta la O. Miscarea incepe dintr-un
punct aflat la distanta a de centrul O si viteza initiald, perpendiculara pe raza
OA, are mirimea V.
Variabila independenta este timpul t iar functiile necunoscute sunt X = X(t) si
y= y(t) care reprezinta coordonatele punctului material la momentul t.
m-x"=—-k*-x

2

Ecuatia fundamentala a dinamicii se scrie .
m- yvv: _k . y

Se considera (pentru simplificarea calculelor) ca miscarea incepe din A(a,O).
x(0)=a y(0)=0

x(0)=0 y'(0)=v,

Solutia generala a sistemului de ecuatii (independente una de cealalta) este

x(t)= A'cos(%tj + B-sin(%tj |
y(t)=C- cos{%t]+ D- sin(%t]

. .. .. . m . .
Din conditiile initiale rezulta A=a ,B=0, C=0, D=VO-T, deci solutia

x(t)=a- cos{%t] , y(t)=v, @ sin[%t] :

Din eliminarea lui t intre cele doua ecuatii rezultd ca traiectoria punctului are ecuatia

x2+ k?
a’ m-y,’

Conditiile initiale sunt deci {

sistemului este

y* =1

ceea ce aratd ca punctul se misca pe o elipsa



6. Ecuatii neliniare

6a. Determinarea coeficientului de frecare

Un punct material de masd m se miscd cu frecare pe un cerc vertical. La
momentul initial se afld la o extremitate a diametrului orizontal si are viteza
initiald v, =0. El atinge cel mai coborit punct de pe cerc cu o vitezd egali cu

0. Sa se determine coeficientul de frecare u dintre punct si cerc.

A
»l —

A
Nl

Figura 5. Miscare cu frecare

Variabila independentd este timpul iar functia necunoscutd este ¢= ¢(t) care
masoara unghiul la centru format de raza vectoare cu raza vectoare initiala OA.

Consideram tz si E vectorii tangent, respective normal la cercul (C).
Viteza corpului este \7(t) =r-#(t) tz iar acceleratia este
alt)=r-¢"(t)tc +r-v*(t)-nc
Ecuatia de migcare, m- a=G+R+ E{ , proiectatd dupd directia normalei §i a
tangentei la cerc aceasta conduce la sistemul
Gcosg—F; =m-r-¢" ) m-r-¢"=m-g-cosg—u-R
, adica .
{R—G-sin¢=—m-r-¢'2 {—m-r-¢'2=m-g-sin¢—R
Eliminind R=m-g-sing+m-r-¢” intre cele doud ecuatii obtinem ecuatia

diferentiald neliniara de ordinul II incompletd (variabila independentd nu apare
explicit)

g gsing- g cosg=0.
Se noteazi z=¢" si, deoarece z'=2-¢"¢'"'= Z'(¢')'¢' , se obtine ¢”:%Z'.

Ecuatia de ordinal II devine

%-z’+,u-r-z=g-(cos¢—y-sin¢)



care este o ecuatie liniara de ordinul I.
Ecuatia omogena atasati, z'=—2- -7 are solutia generald z=C-e>#? .

Aplicand metoda variatiei constantei obtinem C'(¢) = g g-e* '¢(cos ¢— pu-sin ¢)

2. g 2y¢3,u cos¢+(1 2. ,u 7).sing e

si, prin integrare directa rezulta C(¢) ia.
+4- 4

ceea ce aratd ca ecuatia liniard are solutia
29 3u-cosg+(1-2-u*)-sin _
Z(¢)=_9 H-cosg+( 2#) ? Ko
r 1+4-u
Aceasta ecuatie nu poate fi rezolvata analitic dar acest lucru nici nu este necesar

deoarece, din condiiile initiale v(0)=0, vgj =0, adica 2(0)=0, Z(gj =0

29 _3H _w_o
. r 1+4‘,U2 - 2 —ur
rezultd 5 2, adica (1-2-u°)-3-u-e =0
g —<H —ur
— ——+K.e#"=0
r 1+4-u

Nici aceastd ecuatie irationald cu necunoscuta g nu poate fi rezolvata analitic dar
solutia ei, aproximata numeric cu o eroare de 0.01 este pz=0.62.

6b. Determinarea ecuatiei unei curbe
Sia se determine curbele plane care au raza de curbura constanti R > 0.

Ecuatia curbei ciutate va fi y=y(x). Raza de curburi este definiti de

-y )"

p= , deci ecuatia problemei este

v
(-(F) =Ry

Aceastd ecuatie neliniara incompletd se transformd intr-un system de ecuatii de
ordinul I

y'=u
{R-u':(lJruz)s/2

. . . . . N ... u x-C ...
Din ultima ecuatie a sistemului rezultd, prin integrare directa ﬁ = adica
u”+1

u= iﬁ. Inlocuind u in prima ecuatie si integrand obtinem
R?—(x-CY
y=—R?*=(x=C) +C,, adica

(y-C,) +(x-Cy =R?.



Aceasta relatie aratd ca doar cercurile de razi R (si centru arbitrar A(C,C,)) au raza
de curbura constantd, egala cu R.



